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УДК 531.381 

ЗБУРЕНІ РУХИ ТВЕРДОГО ТІЛА З РУХОМОЮ МАСОЮ В 

СЕРЕДОВИЩІ З ОПОРОМ  

Лещенко Д. Д.1, Козаченко Т. О.1 

1Одеська державна академія будівництва та архітектури 

Анотація. Досліджуються різні випадки руху твердого тіла з внутрішніми степенями 
вільності. Розглянуто рухи тіла, яке містить лінійні пружні та дисипативні елементи. Зокрема, 

досліджені рухи тіла, що несе маси, з’єднані з ним за допомогою пружних сил з лінійним 

демпфіруванням. Ця ситуація моделює наявність нежорстко закріплених деталей на 
космічному апараті, що відповідно чинить суттєвий вплив на його рух відносно центра мас. 

Розвиток досліджень задач динаміки твердих тіл навколо його центра мас йде в напрямку 

врахування того факту, що ці тіла не є ідеально твердими, а досить близькими до ідеальних 
моделей. Необхідність аналізу впливу різних неідеальностей обумовлена зростанням вимог до 

точності розв’язань практичних задач космонавтики, гіроскопії, тощо. Вплив неідеальностей 

може бути виявленим за допомогою асимптотичних методів нелінійної механіки (усереднення, 

сингулярних збурень та ін.). Він зводиться до наявності додаткових збурюючих моментів в 
рівняннях руху Ейлера деякого фіктивного твердого тіла. У [1, 6] одержано векторне рівняння, 

яке описує зміну вектора ω  в системі координат, пов’язаної з тілом. Функція ( ) ω  є 

поліномом, що містить четвертий і п’ятий степені ω . 

Ряд робіт присвячено аналізу різних проблем динаміки космічних апаратів, що містять 

внутрішні маси. Вивчались питання стійкості та нестійкості, а також проблеми керування та 

стабілізації рухів. В космічному польоті іноді виникає потреба заглушити хаотичне обертання, 
яке виникає з будь яких причин. Для цього використовують переміщення рухомих мас. 

Ми досліджуємо задачу про рух в середовищі з опором динамічно симетричного твердого 

тіла з рухомою точковою масою, яка з’єднана з тілом пружною в’яззю за наявності в’язкого 

тертя. За допомогою асимптотичного підходу рівняння руху тіла з масою були спрощені. 
Нелінійна еволюція кутових рухів тіла проаналізована за допомогою усереднених рівнянь та 

чисельного інтегрування. Побудовано графіки величин квадратів екваторіальної та осьової 

компонент кутової швидкості. Результати, які представлені в цій роботі дають можливість 
аналізувати кутові рухи штучних супутників під дією малих збурюючих моментів. 

Ключові слова: тверде тіло, середовище з опором, рухома маса. 

PERTURBED MOTIONS OF A RIGID BODY WITH A MOVABLE 

MASS IN A RESISTIVE MEDIUM 

D. Leshchenko1, T. Kozachenko1  
1Odessa State Academy of Civil Engineering and Architecture 

Abstract. Various cases of the rigid body motion having internal degrees of freedom was 
studied. In particular, the motions of a body carrying masses which are attached to it by means of 

elastic forces with linear damping was investigated. This situation simulates the presence of loosely 

fixed components on a spacecraft, having a significant influence on its motion about its center of mass. 
The development of research in dynamics of rigid body motions about its center of mass goes in 

the direction of taking into account the fact that these bodies are not perfectly rigid but are rather close 

to perfect models. The need for the analysis of the influence of various deviations from perfectness is 

caused by growing accuracy requirements in space exploration, gyroscopy, etc. The influence of 
imperfections can be revealed using asymptotic methods of nonlinear mechanics (averaging, singular 

perturbations and others). This influence reduces the additional terms in the Euler equations of motion 

of a fictitious rigid body. In the space flight, there arises sometimes a necessity to suppress the chaotic 
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rotation that occurs for one reason to another. Тo this end, the relative displacements of movable 

masses are used. 

A number of works are devoted to the analysis of various problems of the dynamics of space 
vehicles containing internal masses. The issues of stability and instability and the problems of control 

and stabilization of motions have been studied. In [1, 6] vector equation which describes the change of 

vector ω  in the system of coordinates connected with the body was obtained. Function ( ) ω  in the 

right-hind side of this equation is a polynomial containing the fourth and fifth powers of ω . 

We study the problem of the motion in a resistive medium of a dynamically symmetric rigid body 
carrying a movable point mass, connected with the body by an elastic coupling in the presence of 

viscous friction. By means of asymptotic approach equations of motion of body with mass are 

simplified. Nonlinear evolution of angular motions of the body is analyzed using averaged equations 

and numerical integration. Results summed up in this paper make it possible to analyze angular 
motions of artificial satellites under the influence of small internal perturbation torques.  

Keywords: rigid body, resistive medium, movable mass. 
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 ВСТУП 

На рух штучного супутника відносно центра мас діють моменти, які обумовлені 

рухом деяких мас всередині тіла. Ці рухи можуть бути обумовленими різними 

причинами: наявністю в тілі обертових мас (роторів, гіроскопів), а також переміщенням 

екіпажу в випадку пілотованого апарата. 

 АНАЛІЗ ЛІТЕРАТУРНИХ ДАНИХ ТА ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

Велика кількість робіт, присвячена дослідженню обертання твердого тіла з 

рухомими внутрішніми масами з пружними та дисипативними елементами. Огляд робіт 

з цієї тематики представлений в [1-6]. 

В роботах [1, 6] розглянуті деякі випадки руху твердого тіла, які містять рухомі 

внутрішні маси, з’єднані з тілом за допомогою пружних та дисипативних елементів. 

В книзі [7] виведені рівняння руху твердої оболонки з коливними точковими 

масами. Деякі якісні аспекти задачі про рух навколо нерухомої точки твердого тіла з 

рухомою масою досліджувались в [8]. В [9] розглядається тверде тіло з нерухомою 

точкою, в якому вздовж прямолінійного жолоба, який проходить через цю точку, 

здійснює коливання прикріплена до пружини точка з заданою масою. 

В статтях [10-12] розглядається рух твердого тіла, до якого в точці нерухомо 

зв’язаною з тілом, прикріплена за допомогою пружинної в’язі з квадратичним тертям 

рухома маса. Вивчається рух динамічно симметричного твердого тіла зі сферичною 

порожниною, заповненою рідиною великої в’язкості, несучого рухому масу, яка 

прикріплена за допомогою пружної в’язі з в’язким тертям на осі симетрії. 

Розглядається рух навколо центра інерції близькою до динамічно сферичного твердого 

тіла, яке містить в’язкопружний елемент. 

В роботі [13] оцінено вплив рухомих точкових мас (лінійних осциляторів), які 

здійснюють коливання вздовж осі симетрії вовчка або вздовж осей, ортогональних осі 

симетрії, на стійкість рівномірного руха вовчка Лагранжа. 

В роботах [10, 14, 15] розв’язана задача про оптимальну за швидкодією 

стабілізацію вільного твердого тіла з рухомою масою, яка з’єднана з тілом 

в’язкопружним чином. Досліджена задача про оптимальне за швидкодією гальмування 

твердого тіла зі сферичною порожниною, заповненою рідиною великої в’язкості, та 

рухомою точковою масою, з’єднаною сильним демпфером з корпусом. Розглянута 

задача про оптимальне за швидкодією гальмування в середовищі з опором твердого 

тіла з рухомою точковою масою, з’єднаною демпфером з корпусом. В [16, 17] 

досліджена задача квазіоптимального за швидкодією керування обертань динамічно 

симетричного тіла з в’язкопружним елементом в середовищі з опором. Розглянута 

задача квазіоптимального за швидкодією гальмування обертань динамічно 

симетричного твердого тіла з порожниною, заповненою в’язкою рідиною, та з 

в’язкопружним елементом в середовищі з опором. В [18-21] розглянуті задачі про рух 

твердого тіла відносно центра мас в середовищі з опором. 

Розглядаються обертальні рухи динамічно симетричного тіла з рухомою точковою 

масою, яка прикріплена в’язкопружним демпфером до точки на осі симетрії (в 

недеформованому стані) [1, 6], в середовищі з опором. Будемо вважати, що моменти 

сил опору є лінійними та дисипативними [1, 18-21]:  

1 1 2 1 3 3 1 3, , , , 0,r r rМ I p М I q М I r I I                  (1) 

де 
1 3,I I – деякі постійні коефіцієнти пропорційності, які залежать від властивостей 

середовища та форми тіла. 
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З урахуванням (1) наближена система рівнянь збуреного руху в проекціях на 

головні центральні осі інерції має вигляд [1, 6, 18-21] 

 
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4

1

4

1

1 3 2 2
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,

,

( ).

Ap C A qr I p Lqr Spr
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             (2) 

де , ,p q r  – проекції вектора абсолютної кутової швидкості    на зв'язані осі, 

diag( , , )A A CJ  – тензор інерції незбуреного тіла. 

Коефіцієнти ,L S  в (2) виражаються через параметри системи наступним чином:  

 2 2 3 2 2 2 2 2 2

2 4 3 4

,

( )

L m A C A p A q C r

S m C A C A



 

 

 

   

  
          (3) 

Коефіцієнти ,L S  характеризують збурюючi моменти сил, які обумовлені 

наявністю в’язкопружного елемента, m – маса рухомої точки,  – відстань від центра 

мас недеформованої системи до точки кріплення, яка знаходиться, за припущенням, на 

осі динамічної симетрії цього тіла. Сталі 2 ,c m  m   визначають частоту 

коливань і швидкість їх згасання відповідно; c – жорсткість (коефіцієнт пружності),  – 

коефіцієнт в’язкості демпфера. 

 ЦІЛЬ ТА ЗАДАЧІ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Ціллю роботи є дослідження різних випадків руху твердого тіла з внутрішніми 

степенями вільності. 

Досліджується випадок потужного демпфера, коли коефіцієнти ,   зв’язані 

нерівностями [1, 6]: 

2 2                  (4) 

Умова (4) дозволяє ввести малий параметр в (3) і вважати вказані збурюючі 

моменти малими з метою застосування асимптотичного метода усереднення [22]. 

Крім того, нерівності (4) дозволяють нехтувати ділянками вільних коливань рухів 

маси, які обумовлені початковими відхиленнями, внаслідок їх швидкого згасання і 

врахувати вимушені квазістаціонарні рухи, викликані обертанням тіла. 

Будемо вважати, що 2 4, ~    . 

Коли 2 40, 0, 0        система (1)  інтегрується, при цьому 
0r r . 

Припустимо, що 
0 0r  . В цьому випадку змінні ,p q  здійснюють гармонічні 

коливання, частота яких 0( )C A r  залежить від 
0r . Тоді система рівнянь (1) нелінійна. 

Загальний породжувальний розв’язок системи (1) [23] 

0cos , sin ,p a q a r r                (5) 

застосуємо як перетворення до змінних ,a r , де 10, const, = ( ) .a a r C A A t      

З (5) одержимо, що cos sina p q   . Підставимо в цей вираз p  і q  з перших 

двох рівнянь (1). В результаті усереднення одержаного рівняння для a  за фазою   [22] 

і, враховуючи, що 2 2 2a p q  запишемо рівняння (1) для r  у вигляді (крапка – похідна 

за часом t ): 
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1 1 4

1

1 2 3 2

3

,

.

a I A a SA r a

r I C r AC Sr a





 

 

  

  
             (6) 

Здійснюючи заміну змінних 2 2, 0x a y r    систему (6) приведемо до 

наступного вигляду: 

1 1 2

1

1 2

3

2 ,

2 .

dx
x I A SA y

dt

dy
y I C AC Sxy

dt





 

 

    

    

            (7) 

В цій системі ,x y  – повільні змінні. 

 РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Система (7) проінтегрована чисельно за початкових умов (0) 1, (0) 1x y   та 

параметрів 1, 1, 98, 10, 0.1m        ,
3 1.0I  . Чисельний розв’язок системи 

отримано в математичному пакеті Maple, з застосуванням метода Рунге-Кутти-

Фельберга п’ятого порядку точності.  

На рис. 1 – 4 зображено графіки величин 2x a  і 2y r  квадратів екваторіальної та 

осьової компонент кутової швидкості твердого тіла у випадках: 1) 1.5, 1A C   та 

1 1.25I   або 
1 2.5I   (рис. 1, 3); 2) 4, 2A C   та 

1 1.25I   або 
1 2.5I   (рис. 2, 4). 

 

 

Рис. 1. Графіки змінних x  і y  в випадку 11.5, 1, 1.25A C I     

 

Рис. 2. Графіки змінних x  і y  в випадку 14, 2, 1.25A C I    
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Рис. 3. Графіки змінних x  і y  в випадку 11.5, 1, 2.5A C I     

 

 

Рис. 4. Графіки змінних x  і y  в випадку 14, 2, 2.5A C I     

 ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Як бачимо, з рис. 1–4 змінні 2x a  та 2y r  спадають асимптотично 

наближаючись до нуля. У випадку виконання співвідношення 
1 3A C I I , система (7) 

має єдиний розв’язок x у . При виконані нерівності 
1 3A C I I  змінна у  швидше 

прагне до нуля ніж x . Якщо ж  
1 3A C I I  навпаки,  змінна x  спадає швидше ніж у . 

Також характер спадання величин квадратів екваторіальної та осьової компонент 

кутової швидкості твердого тіла залежить від співвідношення між моментами інерції.  

При зростанні величини A C  (при однакових інших параметрах) спадання змінних 
2x a  та 2y r  відбувається повільніше. 

 ВИСНОВКИ 

В результаті дослідження руху в середовищі з опором близького до динамічно 

сферичного твердого тіла з рухомою масою, зв’язаною з тілом пружною в’яззю при 

наявності в’язкого тертя одержано систему рівнянь руху в стандартній формі. Після 

одержання усередненої системи знайдено чисельний розв’язок задачі. Еволюція руху 

твердого тіла описується розв’язками, які можуть бути використаними, при 

дослідженні орієнтації та стабілізації руху супутника відносно центра мас. 
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