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державна академія будівництва та архітектури) 

 

Анотація. Робота присвячена пошуку внутрішніх зусиль заданої системи на основі 

визначення реакцій, що виникають, за допомогою спеціального методу, керуючись 

принципом Лагранжа (можливих переміщень). 

Нескінченно малі переміщення механічної системи, що допускаються миттєво 

зупиненими в’язями, називаються можливими. Якщо в’язі, накладені на механічну систему 

стаціонарні, то можливими є нескінченно малі переміщення, що допускаються цими в’язями.  

Механічна система називається вільною, якщо на переміщення її точок і їхніх 

швидкостей не накладені ніякі обмеження. У протилежному випадку система називається 

невільною. Обмеження, що накладаються на переміщення і швидкості точок невільної 

механічної системи, називаються в’язями. 

Математично в’язі можуть бути виражені за допомогою рівностей чи нерівностей. 

Теорема (принцип можливих переміщень). Для того щоб механічна система, 

підпорядкована ідеальним, стаціонарним, геометричним, утримуючим в’язям, знаходилася в 

рівновазі, необхідно і достатньо, щоб швидкості точок системи в початковий момент 

дорівнювали нулю і сума елементарних робіт активних сил на будь-якому можливому 

переміщенні дорівнювала нулю, тобто: 

Vk (0) = 0 (k= 1,2,…,n), 
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Тому для визначення реакцій за допомогою принципу можливих переміщень 

використовується спеціальний метод: 

1) відкидаємо в’язь, реакцію якої необхідно визначити; 

2) дію відкинутої в’язі заміняємо силою, що дорівнює  шуканої реакції; 

3) надаємо системі з відкинутою в’язею можливе переміщення; 

4) обчислюємо суму робіт активних сил, включаючи додану, на цьому переміщенні; 

5) з отриманого рівняння знаходимо додану силу і тим самим визначаємо реакцію в’язі. 

Також принцип Даламбера-Лагранжа говорить про те, що рух механічної системи, 

підпорядкованої ідеальним, стаціонарним, геометричним, утримуючим в’язям, здійснюється 

таким чином, що у кожний момент часу сума елементарних робіт активних сил, прикладених 

до точок системи, і сил інерції цих точок на будь-якому можливому переміщенні системи 

дорівнює нулю: 
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Висновки та результати. Продемонструємо принцип визначення реакцій на прикладі. 

Конструкція, що складається з двох балок, з’єднаних шарніром С, знаходиться в 

рівновазі під дією моменту М та двох сил. Використовуючи принцип можливих переміщень 

визначити значення моменту М, якщо F1 = 50 кН, F2=100 кН, l =3м. 

Надаємо механізму можливе переміщення, при якому частина BKD повертається на 

нескінченно малий кут δφ1 навколо точки B, а частина ACE  на кут δφ навколо точки A. На 

цьому переміщенні сили та пара М, виконують наступну роботу: 

∑ 𝛿𝐴𝑛
𝐴𝑛

𝑘=1  = M𝛿𝜑 + 𝐹1𝛽𝑆𝐷 cos 𝛼 − 𝐹2 𝛿𝑆𝐸 cos 𝛽=0 
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Рис. 1. Схема плоскої рами у рівновазі 

 
Рис. 2. Схема плоскої рами під дією зовнішних сил 

Виразимо всі переміщення через 𝛿𝜑: 

AE=√(2𝑙)2 − (2𝑙)2 = 𝑙√8 м 

𝛿𝑆𝐸 = 𝛿𝜑 ∙ 𝐴𝐸 = 𝑙√8 𝛿𝜑  

BD = √(2𝑙)2 − (2𝑙)2 = 𝑙√8 

𝛿𝑆𝐸 = 𝑙√8 𝛿𝜑1  

𝛿𝜑1 =
𝛿𝜑3𝑙

𝑙
= 3𝛿𝜑 

Підставляємо все у формулу для визначення роботи: 

 

∑  𝛿𝐴 = 𝑀 ∙ 𝛿𝜑 +𝐹1𝑙√8 ∙  𝛿𝜑 ∙ cos 45° − 𝐹2 3𝛿𝜑 𝑙√8 cos 45° = 0 

𝛿𝜑(𝑀 + 𝐹1 ∙ 𝑙√8 ∙ cos 45° − 𝐹2 ∙  3𝑙√8 cos 45°) = 0 

Тому що 𝛿𝜑 ≠ 0 , тоді: 

(𝑀 + 𝐹1 ∙ 𝑙√8 ∙ cos 45° − 𝐹2 ∙  3𝑙√8 cos 45°) = 0 

Звідки і знаходимо значення моменту: 

𝑀 = −𝐹1 ∙ l√8 ∙ cos 45°+𝐹2 ∙  3 ∙ 𝑙√8 ∙ cos 45° 

𝑀 = −50 ∙  3√8 ∙  cos 45° + 100 ∙ 3 ∙  3√8 ∙ cos 45° = 1500 𝐾𝐻 м 

Відповідь: 𝑀 = 1500 𝐾𝐻 ∙  м. 
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