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Abstract 

The model of water-saturated elastic half-space, to the upper limit of which 

is attached on the vertical distribution range of uniform load area, the first time an 

asymptotic representation of the solution of the problem of soil strata displace-



 

ments in depth in the course of filtration consolidation. To assess its accuracy is 

made comparison of the exact solution of the problem of the upper limit of rainfall 

and half of its asymptotic representation. The conclusion of satisfactory agreement 

exact and approximate solutions.  

Аннотация 

В рамках модели упругого водонасыщенного полупространства, к 

верхней границе которого приложена вертикальная распределенная по пло-

щади круга равномерная нагрузка, впервые получено асимптотическое пред-

ставление решения задачи о перемещениях грунтовой толщи по глубине в 

процессе фильтрационной консолидации. Для оценки его точности выполне-

но сопоставление точного решения задачи об осадки верхней границы полу-

пространства и его асимптотического представления. Сделан вывод об удо-

влетворительном соответствии точного и приближенного решений. 

Keywords: filtration consolidation, vertical displacement, pore pressure, the 

asymptotic representation of the solution, the exact and approximate solutions. 
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Постановка проблемы в общем виде и ее связь с важными практи-

ческими задачами. 

Авторами работы [1] было получено приближенное решение задачи о 

распределении вертикальных перемещений по глубине в водонасыщенном 

упругом полупространстве. 

Его достоинством является относительная простота. При этом не по-

нятно, насколько оно отличается от точного решения. 

На решение этой проблемы и направлены представленные в настоящей 

работе материалы исследований. 

Анализ последних исследований и публикаций, в которых положе-

но начало решения данной проблемы. 



 

Авторами работы [2] было получено точное решение задачи об осадке 

упругого водонасыщенного полупространства, которое находится под воз-

действием произвольной распределенной по площади круга вертикальной 

нагрузки. 

На наш взгляд, это решение вполне может быть использовано для ве-

рификации решения, полученного авторами работы [1]. 

Выделение ранее нерешенных частей общей проблемы, которым 

посвящена данная статья. 

Для оценки точности сопоставим средние осадки основания, получен-

ные авторами работ [1] и [2]. 

Изложение основного материала исследования. Рассмотрим водона-

сыщенное полупространство, к верхней границе которого приложена распре-

деленная по площади круга равномерная распределенная нагрузка q (рис. 1). 

Вначале найдем точное значение средней осадки основания  cpS t . 

Для этого проинтегрируем точное известное решение [2] по площади и раз-

делим полученный таким образом интеграл на площадь, по которой распре-

делена нагрузка. Имеем: 
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 0J x  ‒ функция Бесселя первого рода с нулевым индексом [3];   

 1J x  ‒ то же, с единичным индексом;  

 erf x  ‒ интеграл вероятности [3];    1erfc x erf x  ;  

  ‒ параметр, по которому производится интегрирование (имеет раз-

мерность 
1

метр
);  

G  ‒ модуль сдвига основания;  

  ‒ коэффициент Пуассона основания [4];  

kc  ‒ коэффициент консолидации при компрессии [5]. 

 

Рис. 1. К расчету осадки водонасыщенного полупространства 

 

Для построения асимптотического приближения используем изложен-

ный в [1] алгоритм. На первом этапе найдем НДС полупространства в мо-

мент времени 0t  . Согласно [1], в этом случае следует использовать модель 

грунтового основания в виде упругой изотропной среды [4] и положить 

упругую константу Ламе   . Определение напряженно-

деформированного состояния основания в данном случае сводится к реше-

нию системы уравнений вида: 
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при граничных условиях: 
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где F – бигармоническая функция;  

  – оператор Лапласа в цилиндрической системе координат;  

0U  и 0W  – радиальное и вертикальное перемещения;  

0 0zz, rr,,   и 0, – соответственно, вертикальное, радиальное и тан-

генциальное нормальные перемещения;  

0rz,
 
– то же, касательное;  

0P  – поровое давление;  

r,z  – координаты. 

Решение ищем в виде: 
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где  0A   и  0B  – некоторые функции параметра  , которые следу-

ет определять путем удовлетворения граничным условиям (3). 

Осадка основания 0S в любой произвольной точке М (рис. 1) и поровое 

давление 0P  в момент времени 0t  в данном случае равны: 
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Далее найдем осадку основания для момента времени t  . Согласно 

[1], в этом случае следует использовать модель грунтового основания в виде 

упругой изотропной среды [4]. Определение напряженно-деформированного 

состояния основания в данном случае сводится к решению системы уравне-

ний вида: 
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Осадка основания 0S  в любой произвольной точке М (рис. 1) и поровое 

давление 0P  в момент времени t   в данном случае равны: 
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Далее найдем функцию времени  f z,t , которая связывает между со-

бой осадки основания при 0t   и t  . 



 

Вначале найдем поровое давление Р в интервале времени0 t  . Для 

этой цели используем уравнение вида: 
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при начальных условиях: 
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где cv – коэффициент пространственной консолидации основания [7]; 

t – время; 00kk ,t


 


. 

Потенциал обусловленных отжатием поровой жидкости перемещений 

и перемещение в направлении оси 0z, согласно [1], равны: 
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Здесь Ф ‒ потенциал обусловленных отжатием поровой жидкости пе-

ремещений; РW – обусловленное отжатием поровой жидкости вертикальное 

перемещение. 

Решение ищем в области изображений по Лапласу по переменной « t » 

[3]. В этом случае равенства (8)…(10) примут такой вид: 
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Здесь   – параметр одностороннего преобразования Лапласа [3]; 
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– односторонние преобразования по переменной « t » порового давления и 

потенциальной функции перемещений, обусловленных отжатием поровой 

жидкости. 

Решения верхнего равенства (11) с учетом граничных условий (второе 

сверху равенство (11)) имеют вид: 
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(12) 

Оригинал для порового давления (верхнее равенство (12)) был получен 

Ю.К. Зарецким. 

Для построения асимптотики, связывающей значения осадок в нуле и 

на бесконечности рассмотрим подынтегральную функцию последнего равен-

ства (12) и найдем ее предельные значения при 0t   и t  . С учетом тео-

ремы операционного исчисления о предельных значениях оригинала имеем: 
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exp z exp z
F , ; ;

cv

limit F ,t limit F , ;

z
limit F ,t limit F , exp z .

с

 

 

         
       

 
           

                   

.       (13) 

Далее найдем оригинал функции  *F ,  . 



 

1. Оригинал функции  
 

1 2
* exp z

F ,
   

  


 имеет вид: 

 
2

*
1

)exp(
),(






z
F


       ).exp( zt                         (14) 

2. Точное нахождение оригинала функции 

 

2 2

2 2
*

exp z
c cv v

F ,

  
      

   


 вызывает значительные затрудне-

ния.  

Поэтому найдем его асимптотику. Для этой цели используем изложен-

ный в работе [1] алгоритм. В качестве «внутренней» функции выберем экс-

поненту 

 2
vexp с t     .                              (15) 

Изображением (15) является функция: 

                  (16) 

С учетом (16), найдем: 

 21 cv     .                            (17) 

Далее подставим (17) в функцию  2
2
*F ,    . Имеем: 

   

2

2
3 2

2 2

1

1

* *

cv

F , F ,

z
limit exp z exp

c c cv cvv v 




       

                              


 (18) 

После этого разложим функцию  3
*F ,   в ряд Тейлора по новой пе-

ременной   в окрестности точки 
2

1

cv
 

 
 [3]. Поскольку этой точке соот-

ветствует значение комплексной переменной 0 , эти коэффициенты яв-



 

ляются коэффициентами разложения в асимптотический ряд по переменной 

‘t’ при t  . Имеем: 

   
2

1 12 1 2
3 2 0 2 21 2

2
1 1 1 11 2

0 2 2 2 21 2

a a* *
F , F , a ...

! !cv cv

a a
a ...

! !cv cv cv cv

                 
   

       
           

   
   
    

   
   
    

    (19) 

Здесь: 

 

   

   5 2 2 2
2

0

1 3 11
2

1
5 3

4
v

a exp z ;

a с z exp z ;v

a с z z exp z ;

...............................................................................

     

          


             




   (20) 

С учетом (19) и (20), подынтегральная функция (1) может быть пред-

ставлена в виде: 

 
   

 

2

1
0 2 2

22
2

2 2

1 1

11

1 1

2

* exp z exp z
F ,

a
a

! cv cv
exp z

a
...

! cv cv

        
   



   
      

       
       

                

.     (21) 

Для практических расчетов достаточно удержать первые два члена ряда 

(21). Имеем: 

 
   

   
 

2

2

2 2

1

2

*

v v

exp z exp z
F ,

z
exp z

с с

        
   



 
        

 
     
  

.           (22) 

Оригинал (22) имеет вид: 



 

       21 2 1v vF z, ,t z с exp z exp c t              
  

. (23) 

Далее найдем функцию  f z, ,t , которая связывает между собой 

асимптотические значения осадок при 0t   и t  . 

Имеем: 

 
 
 

 21 v
F z, ,t

f z, ,t exp c t
F z, ,


      

 
.           (24) 

С учетом (24), окончательное решение задачи имеет вид: 

  
 

 

 

   
2

1
0

0

1 2
1

2
1 v

z

c t

J aq a z
W r,z,t e J r d

G
e




  

    
   

               
    

     

 .   (25) 

Для того, чтобы сопоставить точное и приближенное решения, найдем 

среднюю осадку верхней границы полупространства. Для этой цели положим 

в (25) 0z  , проинтегрируем полученное таким образом выражение по пло-

щади и разделим полученный таким образом интеграл на площадь, по кото-

рой распределена нагрузка. Имеем: 

 
 

     
222

1
02

0

1 1 2 1
2

v
c tп

ср
J aq a

S t e J r d
G


      

                  .  (26) 

Для удобства анализа приведем (26) к безразмерному виду [7]. Для это-

го используем такие формулы: 

2 п*
cp*

п

S Ga t
; t ; S

a cv q a

  
    

 

,                                 (27) 

где   ‒ безразмерная координата; *t  ‒ безразмерное время; 

 
2 п*

cp*
п

S Ga t
; t ; S

a cv q a

  
    

 

 *
пS  ‒ безразмерная приближенная 

осадка. Из (26), с учетом (27), имеем: 



 

 
 

   22
1

2

0

1
1 1 2 1

2

t*
п

J
S t e d


    

             
.   (28) 

Далее приведем (1) к безразмерному виду. При этом учтем, что 

 3 1

1
k vc c

  
 

 
 [5]. Имеем: 

 
 

 

 
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2
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2 2
20

2 2

3 1
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1
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*

*

*

erf t

J
S d

exp t erfc t



     
          

          
      

         
             
          

   (29) 

Здесь   ‒ безразмерная координата; *t  ‒ безразмерное время;  

2 *
cp* S Ga t

; t ; S
a cv q a

  
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 

 *S  ‒ безразмерная точная осадка. После это-

го выполним асимптотические оценки (28) и (29). 
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

       
 
  
  


        
 

    
   


 

        


                        (30) 

Из (30) вытекает, что при 0*t   и *t   приближенное и точное ре-

шения полностью совпадают (это подтверждает асимптотический характер 

полученного нами приближенного решения). 

При этом две нижние оценки полностью совпадают с полученными 

Ю.К. Зарецким результатами [8]. 



 

На рисунках 2 и 3 представлены результаты сопоставления решений на 

интервале времен 0 *t   при значении коэффициента Пуассона 
1

3
  . 

Для удобства анализа графических данных с использованием формул: 
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 
 
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 
 
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                                 (31)  

была выполнена нормировка выражений (28) и (29) к интервалу 
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      (32)  

рассчитаны относительная  *t  и средняя квадратичная погрешности. 

Из рисунка 2 вытекает, что при значениях относительного времени 

0 1*t ,  д.ед. и 410*t   д.ед. точное и приближенное решения совпадают. 

 

 

 

Рис. 2. Зависимости относительных осадок от логарифма времени.  

Ряд 1 – точное решение; ряд 2 – то же, приближенное 



 

 

 

Рис. 3. Зависимости относительной погрешности от логарифма времени. 

 

При этом относительная погрешность   не превышает 8%. Кроме того, 

оказалось, что среднее квадратичное уклонение а  (т.е. средняя погреш-

ность) на интервале времен  0*t ,   не превышает 3%. 

Таким образом, полученные в настоящей работе результаты свидетель-

ствуют о хорошем соответствии результатов точного и приближенного ре-

шений задачи. 
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