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Àííîòàöèÿ Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíû êîíôîðìíûå è ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ èíâàðèàíòíûõ

îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ è ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî

óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà ìîäåëèðîâàíèå, ïñåâäîðèìàíîâûå ïðîñòðàíñòâà, êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ,

ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíåíèå òåíçîðà Ýéíøòåéíà

Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå äèôôåîìîðôèçìîâ îáîáùåííî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî

êîíôîðìíûì, ãåîäåçè÷åñêèì è ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíûì îòîáðàæåíèÿì.

Èíòåðåñ ê óêàçàííûì äèôôåîìîðôèçìàì îáóñëîâëåí, ïðåæäå âñåãî, øèðîêèìè

âîçìîæíîñòÿìè äëÿ ïðèëîæåíèé â ìåõàíèêå, òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è äðóãèõ íàó÷íûõ

äèñöèïëèíàõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñ ïîìîùüþ äèôôåîìîðôèçìîâ èãðàþò èíâàðèàíòíûå

(íå èçìåíÿåìûå) ïðè çàäàííîì äèôôåîìîðôèçìå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ êîíôîðìíûå è ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ òåíçîð Ýéíøòåéíà. Ñòðîÿòñÿ îáúåêòû èíâàðèàíòíûå

îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé.
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1. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà

1.1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ

ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà

Ïóñòü Vn (n > 2) ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij(x) è V̄n

òàêæå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ḡij(x). Êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì

íàçûâàþò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâ Vn è V̄n òàêîå, ÷òî

ḡij(x) = e2σ(x)gij(x); (1)

çäåñü σ - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà Vn. Åñëè σ - ïîñòîÿííàÿ, òî îòîáðàæåíèå íàçûâàþò ãîìîòåòèåé.

Â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî, ìû îãðàíèìñÿ ðàññìîòðåíèåì îòîáðàæåíèé îòëè÷íûõ

îò ãîìîòåòè÷åñêèõ.

Èç (1) ïîëó÷èì

ḡij = e−2σgij ; (2)

ãäå gij è ḡij ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Vn è V̄n, ñîîòâåòñòâåííî.

Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

Γ̄hij = Γhij + δhi σj + δhj σi − σhgij ; (3)

R̄hijk = Rhijk + δhkσij − δhj σik + ghα(σαhgij −

(4)

− σαjgik) +∆1σ(δhkgij − δhj gik);

R̄ij = Rij + (n− 2)σij + (∆2σ + (n− 2)∆1σ)gij ; (5)

R̄ = e−2σ(R+ 2(n− 1)∆2σ + (n− 1)(n− 2)∆1σ). (6)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì Γhij - ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà, Rhijk - òåíçîð Ðèìàíà, Rij -

òåíçîð Ðè÷÷è, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì -

Rij
def= Rαijα; (7)

R
def= Rαβg

αβ - ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, δji - ñèìâîëû Êðîíåêåðà,

σi ≡ ∂σ
∂xi
≡ σ,i, σh = σαg

αh.

σij = σ,ij − σ,iσ, j , (8)
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∆1σ è ∆2σ - ïåðâûé è âòîðîé ñèìâîë Áåëüòðàìè, îïðåäåëÿåìûå êàê

∆1σ = gαβσ,ασ,β ; ∆2σ = gαβσ,αβ , (9)

çàïÿòàÿ � çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Vn [5].

Îáúåêòû êîíôîðìíî ñîîòâåòñòâóþùåãî Vn ïðîñòðàíñòâà V̄n áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðòîé.

Òåíçîðîì Ýéíøòåéíà íàçûâàþò òåíçîð

Eij = Rij −
R

n
gij . (10)

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f : Vn → V̄n, ïðè êîòîðîì

Ēij = Eij (11)

íàçûâàþò êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Èçó÷èì êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà f : Vn → V̄n.

Èç óðàâíåíèé (5) ïîëó÷èì

σij =
1

n− 2
(R̄ij −Rij) + αgij , (12)

ãäå α
def= −( 1

(n− 2)∆2σ +∆1σ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (10) è (11) áóäåì èìåòü

R̄ij −Rij =
R̄

n
ḡij −

R

n
gij . (13)

Ñ ó÷åòîì (1) è (13), óðàâíåíèå (12) ïðèìåò âèä

σij = βgij , (14)

çäåñü β
def= 1

n (∆2σ −∆1σ).

Îáîçíà÷èâ ϑ
def= −e−σ è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (8) òåíçîðà σij , óðàâíåíèÿ (14) ìîæíî çàïèñàòü

ϑi, j = ρgij , (15)

ãäå ϑi = ϑ,i, ρ
def= e−σ · β.

Âåêòîð ϑi, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (15), íàçûâàþò êîíöèðêóëÿðíûì, à ïðîñòðàíñòâà,

äîïóñêàþùèå òàêèå ïîëÿ � ýêâèäèñòàíòíûìè [8].

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàåò êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ

ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, òî Vn ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ïðè ρ 6= 0 ýêâèäèñòàíòíîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì ñ÷èòàòü ïðèíàäëåæàùèì îñíîâíîìó òèïó,

à ïðè ρ ≡ 0 - îñîáîìó. Åñëè âåêòîð ϑi èçîòðîïåí, òî åñòü ϑαϑβg
αβ = 0, òî ýêâèäèñòàíòíîå

ïðîñòðàíñòâî ïðèíàäëåæèò ïî íåîáõîäèìîñòè ê îñîáîìó òèïó. Ýêâèäèñòàíòíûå ïðîñòðàíñòâà

îñíîâíîãî òèïà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â íèõ ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â

êîòîðîé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ýêâèäèñòàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ds2
n = dx12 + f(x1)ds2

n−1(x2, ..., xn). (16)

Çäåñü f(x1) 6= 0 - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à ds2
n−1 - ìåòðèêà (n − 1)- ìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà

ïðîñòðàíñòâà.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 1, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

Òåîðåìà 2. Åñëè ïñåâäîðèìàíâî ïðîñòðàíñòâî Vn(n > 2) äîïóñêàåò êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäè íàò åãî ìåòðè÷åñêèé

òåíçîð ïðåäñòàâèì â âèäå (16).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â Vn(n > 2) ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò âèä (16), òî â íåì ñóùåñòâóåò

êîíöèðêóëÿðíîå âåêòîðíîå ïîëå ϑi ≡ ϑ,i, óäîâëåòâîðÿþùåå (15). Ïîëàãàÿ σ = −ln(−ϑ(x)), èç (5)
ïîëó÷èì

R̄ij = Rij + αgij , (17)

ãäå α � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Ñ ó÷åòîì (1), ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä

Ēij ≡ R̄ij −
R̄

n
ḡij = Rij + α‘gij , (18)

çäåñü α‘ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Ñâîðà÷èâàÿ (18) ñ gij è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1) è (2), óáåäèìñÿ, ÷òî Ēij = Eij , òî åñòü

êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò òåíçîð Ýéíøòåéíà.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn(n > 2) äîïóñêàëî êîíôîðìíûå

îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà íà íåêîòîðîå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî

V̄n, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Vn áûëî ýêâèäèñòàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñïåöèàëüíûå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ âåêòîð σi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(14) íàçûâàþò êîíöèðêóëÿðíûìè îòîáðàæåíèÿìè [39]. Êîíöèðêóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ

õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïðè íèõ êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæíîñòè Vn ñîîòâåòñòâóåò

ãåîäåçè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü V̄n . Ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ íàçûâàþò êðèâóþ, ïåðâàÿ êðèâèçíà

êîòîðîé ïîñòîÿííà, à âòîðàÿ - òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Èç òåîðåìû 3 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè Vn ñîõðàíÿëèñü ãåîäåçè÷åñêèå

îêðóæíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè íåì ñîõðàíÿëñÿ òåíçîð Ýéíøòåéíà.
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Åñëè âåêòîð σi óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

σi,j = ασiσj + βgij , (19)

ãäå α = α(σ); β = β(σ) - íåêîòîðûå èíâàðèàíòû, òî òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàþò [34]

êâàçèêîíöèðêóëÿðíûì.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î êâàçèêîíöèðêóëÿðíûõ îòîáðàæåíèÿõ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 3, èç óðàâíåíèé (14) ïîëó÷èì, ÷òî ïî íåîáõîäèìîñòè

α = 1, a β =
1
n

(∆2σ −∆1σ) (20)

è, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Íå ñóùåñòâóåò ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vn, äîïóñêàþùèõ

êâàçè-êîíöèðêóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, îòëè÷íûõ îò

êîíöèðêóëÿðíûõ.

Óêàçàííàÿ òåîðåìà îáîáùàåò è óñèëèâàåò ðåçóëüòàòû Ñ.Ã. Ëåéêî. À èìåííî, â êà÷åñòâå

ñëåäñòâèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Ýéíøòåéíà äîïóñêàåò êâàçèêîíöèðêóëÿðíîå îòîáðàæåíèå

íà ïðîñòðàíñòâî Ýéíøòåéíà, òî òàêîå îòîáðàæåíèå êîíöèðêóëÿðíîå.

1.2 Îáúåêòû èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî êîíöèðêóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé

Êàê èçâåñòíî [5], òåíçîð êîíôîðìíîé êðèâèçíû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèé, äðóãèìè ñëîâàìè:

Chijk = C̄hij , (21)

ãäå Chijk - òåíçîð êîíôîðìíîé êðèâèçíû îïðåäåëÿåìûé êàê

Chijk = Rhij − Phk gij + Phj gik − δhkPij + δhj Pik, (22)

Çäåñü

Phk = Pαkg
αh,

à

Pij =
1

n− 2
(Rij −

R

2(n− 1)
gij), (23)

Òåíçîð äåôîðìàöèè òåíçîðà Pij èìååò âèä:

P̄ij − Pij =
1

n− 2
(R̄ij −Rij −

R̄

2(n− 1)
ḡij +

R

2(n− 1)
gij), (24)
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Åñëè ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ òåíçîð Ýéíøòåéíà, òî ñ ó÷åòîì (11), (24)

ìîæíî çàïèñàòü êàê

P̄ij − Pij =
R̄

2n(n− 1)
ḡij −

R

2n(n− 1)
gij , (25)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (1) è (2)

P̄hk ḡij − Phk gij = P̄αkḡ
αhḡij − Pαkgαhgij =

= P̄αkg
αhgije

−2σe2σ − Pαkgαhgij =

= (P̄αk − Pαk)gαhgij =

= (
R̄

2n(n− 1)
ḡαk −

R

2n(n− 1)
gαk)gαhgij = (26)

=
R̄

2n(n− 1)
ḡαkg

αhgije
−2σe2σ − R

2n(n− 1)
gαkg

αhgij =

=
R̄

2n(n− 1)
ḡαkḡ

αhḡij −
R

2n(n− 1)
gαkg

αhgij =

=
R̄

2n(n− 1)
δhk ḡij −

R

2n(n− 1)
δhkgij

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (25), (26), óñëîâèå (21) ïðèìåò âèä:

Ȳ hijk = Y hijk, (27)

ãäå Y hijk - òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû -

Y hijk = Rhijk −
R

n(n− 1)
(δhkgij − δhj gik), (28)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn, äîïóñêàåò êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ

ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, òî òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè

(28) ïî íåîáõîäèìîñòè èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

åñëè ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàåò êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ íà V̄n è ïðè ýòîì

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (27), òî ñâîðà÷èâàÿ èõ ïî èíäåêñàì h è k óáåäèìñÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî

(9), òî åñòü ñîõðàíÿåòñÿ òåíçîð Ýéíøòåéíà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû:

Òåîðåìà 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàëî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå íà

ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿëñÿ òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû.

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíûìè îáúåêòàìè îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ñ

ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà ÿâëÿþòñÿ: òåíçîð Ýéíøòåéíà, òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé

êðèâèçíû è òåíçîð êîíôîðìíîé êðèâèçíû. Èñïîëüçóÿ ýòî, ïîñòðîèì ñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå
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èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà

îáúåêòû:

EαiY
α
jkl =K

1 ijkl
(29)

EαiC
α
jkl =K

2 ijkl
(30)

Y hαijY
α
klm =K

3

h

ijklm
(31)

Y hiαjY
α
klm =K

4

h

ijklm
(32)

Y hαijC
α
klm =K

5

h

ijklm
(33)

Y hiαjC
α
klm =K

6

h

ijklm
(34)

Y αijkC
h
αlm =K

7

h

ijklm
(35)

Y αijkC
h
lαm =K

8

h

ijklm
(36)

Åñëè èíâàðèàíòíûé îáúåêò K
i

(i = 1, 2, . . . , 8) ðàâåí íóëþ, òî ïðîñòðàíñòâî Vn áóäåì íàçûâàòü

K
i

- ïëîñêèì (i = 1, 2, . . . , 8). Êëàññû K
i

- ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî

êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, K
i

- ïëîñêîå

ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå íà K
i

- ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííûå èíâàðèàíòíûå îáúåêòû:

K
1

: EαiY
α
jkl = RαiR

α
jkl −

R

n
Rijkl −

(37)

− R
n(n− 1)(Rilgjk −Rikgjl) +

R2

n2(n− 1)
(gilgjk − gikgjl)

Òîãäà K
1

- ïëîñêîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèÿìè

RαiR
α
jkl −

R

n
Rijkl −

R

n(n− 1)
(Rilgjk −Rikgjl) +

(38)

+
R2

n2(n− 1)
(gilgjk − gikgjl) = 0

Ó÷èòûâàÿ (31) è (32), óáåäèìñÿ, ÷òî óñëîâèþ (38) óäîâëåòâîðÿþò òàêæå K
2

è K
3

ïëîñêèå

ïðîñòðàíñòâà. Ñâîðà÷èâàÿ (38), ïîëó÷èì

RαiR
α
l =

2R
n
Ril −

R2

n2
gil (39)
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RαβR
β
α =

R2

n
(40)

Ïîäñòàâëÿÿ (13) â (39) è (40), óáåäèìñÿ, ÷òî òîãäà âûïîëíÿþòñÿ

R̄αiR̄
α
l =

2R̄
n
R̄il −

R̄2

n2
ḡil (41)

è

R̄αβ R̄
β
α =

R̄2

n
(42)

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî òåîðåìà:

Òåîðåìà 6. Ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (38), (39), (40),

çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü äîïóñêàåò

èëè íå äîïóñêàåò äàííîå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì

òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Äîêàçàíî, ÷òî äàííûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíöèðêóëÿðíûìè, òî åñòü ïðè íèõ ñîõðàíÿþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò â íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óêàçàòü

âèä ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì

òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Ââåäåííàÿ ßíî Êåíòàpî [39], òåîðèÿ êîíöèðêóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé, êîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ãåîäåçè÷åñêèå îêðóæíîñòè, ïîëó÷èëè íîâóþ õàðàêòåðèñòèêó �

ñîõðàíåíèå òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

2. Ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà

2.1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà

Ýéíøòåéíà

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vn

ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij è V̄n ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ḡij íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì, åñëè ïðè íåì êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ Vn ïåðåõîäèò â ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ

V̄n .

Íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òîãî, ÷òîáû çàäàííûå ïñåâäîðèìàíîâû

ïðîñòðàíñòâà Vn è V̄n íàõîäèëèñü â ãåîäåçè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå â

íèõ óñëîâèé:

Γ̄hij = Γhij + ϕiδ
h
j + ϕjδ

h
i , (43)

ḡij ,k = 2ϕkḡij + ϕiḡjk + ϕj ḡik, (44)

ãäå Γhij (Γ̄hij) � îáúåêòû ñâÿçíîñòè Vn è V̄n ñîîòâåòñòâåííî (îáúåêòû V̄n ãåîäåçè÷åñêè

ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðòîé), δhi � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, çàïÿòàÿ ”,“ �
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çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Vn, ϕi � íåêîòîðûé, ãðàäèåíòíûé ïî íåîáõîäèìîñòè

âåêòîð.

Åñëè âåêòîð ϕi 6= 0 , òî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ áóäóò óðàâíåíèÿ:

R̄hijk = Rhijk + ϕijδ
h
k − ϕikδhj , (45)

R̄ij = Rij + (n− 1)ϕij . (46)

Çäåñü Rhijk � òåíçîð Ðèìàíà, Rij � òåíçîð Ðè÷÷è, ϕij = ϕi, j − ϕiϕj .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ïñåâäîðèìàíîâî

ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàëî íåòðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

â íåì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé �

aij ,k = λigjk + λjgik, (47)

nλi,j = µgij + aαiR
α
j − aαβR

α β
. ij ., (48)

(n− 1)µ,k = 2(n+ 1)λαRαk + aαβ(2Rα. k,
β −Rαβ. . ,k ) (49)

îòíîñèòåëüíî òåíçîðà aij = aji 6= cgij , âåêòîðà λi 6= 0 è èíâàðèàíòà µ, ãäå

Rij = Rαjg
αi; Rk h

.ij. = Rαijβg
αkgβh;

Rij.. ,k = Rαβ ,k g
αigβj ; Rij ,

k = Rαj ,β g
αigβk;

gij � ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû ê gij .

Ïî èçâåñòíûì ðåøåíèÿì ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòðèêè

ãåîäåçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç óðàâíåíèé [7]:

aij = e2ϕḡαβgαigβj ; (50)

λi = −e2ϕϕαḡ
αβgβi. (51)

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 7. Åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàåò êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

ñ ñîõðaíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, òî îíî äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå

îòîáðàæåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî . Ïóñòü ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàåò êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ

ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, òîãäà â íåì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15). Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîñòðîèì

òåíçîð aij ñëåäóþùèì îáðàçîì

aij = caij + ϑiϑj , (52)

çäåñü c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, óáåäèìñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (47), ïðè÷åì

λi = βϑi.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (47) èìåþò âèä

aα(iR
α
j)kl = λl(igj)k − λk(igj)l, (53)

à óðàâíåíèé (15) �

ϑαR
α
ijk = ρkgij − ρjgik, (54)

Äîìíîæàÿ (53) íà σl è ñâîðà÷èâàÿ ïî l ñ ó÷åòîì (54), ïîëó÷èì:

(Baαiσα − λαiσα)gjk + (Baαjσα − λαjσα)gik +

(55)

+σj(λki −Baki) + σi(λkj −Bakj) = 0.

Àëüòåðíèðóÿ ïîñëåäíåå ïî j, k, ïåðåîáîçíà÷àÿ â ïîëó÷åííîì èíäåêñû i ↔ k, à çàòåì

ñêëàäûâàÿ ñ (55), áóäåì èìåòü

(Bσαaαi − λαiσα)gjk = (Bakj − λkj)σi. (56)

Ñâîðà÷èâàÿ ñ gjk �

n(Bσαaαi − λαiσα) = (Ba− λ)σi, (57)

çäåñü a = aαβg
αβ , λ = λαβg

αβ .

Ó÷èòûâàÿ (57), (56), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

σi(
λ−Ba
n

gjk +Bajk − λjk) = 0. (58)

Òàê êàê σi 6= 0, òî

λi,j = µgij +Baij , (59)

çäåñü µ = λ−Ba
n .

Ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, äîïóñêàþùèå íåò ðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, ïðè

êîòîðûõ âåêòîð λi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (59), íàçûâàþò Vn(B).
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà:
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Òåîðåìà 8. Åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàåò êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ

ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, òî îíî ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïðîñòðàíñòâ Vn(B).

Ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïñåâäîðèìàíîâîãî ïðîñòðàíñòâà Vn íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, åñëè ïðè íåì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

Ēij = Eij , (60)

ãäå

Eij = Rij −
R

n
gij (61)

òåíçîð Ýéíøòåéíà.

Òîãäà äëÿ òåíçîðà äåôîðìàöèè òåíçîðîâ Ðè÷÷è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

Tij = R̄ij −Rij =
R̄

n
ḡij −

R

n
gij . (62)

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ (46) �

Tij = R̄ij −Rij = (n− 1)ϕij . (63)

Ïðèðàâíèâàÿ, ïîëó÷èì:

ϕij =
R̄

n(n− 1)
ḡij −

R

n(n− 1)
gij . (64)

Êîâàðèàíòíî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (51)

λi,j = −e2ϕϕα,j ḡ
αβgβi + e2ϕϕαϕβ ḡ

αβgji +

(65)

+ e2ϕϕjϕαḡ
αβgβi.

Ó÷èòûâàÿ (50) è (58), ïîëó÷èì �

λi,j = µgij +
R

n(n− 1)
aij , (66)

ãäå

µ = e2ϕ(ϕαϕβ ḡαβ −
R̄

n(n− 1)
). (67)

Î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçóÿ (60), èç (59) ñ ó÷åòîì (50) è (51), ìû ïîëó÷èì (58) è, ñëåäîâàòåëüíî,

(53), òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî

Vn äîïóñêàëî ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ

âûïîëíåíèå â íåì óñëîâèé (47), (60) è (61).
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Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà Vn, äîïóñêàþùèå

ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà, ïðèíàäëåæàò ê êëàññó

ïðîñòðàíñòâ Vn(B), ïðè÷åì B = R
n(n− 1) .

Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (47), ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ Ðè÷÷è, èìåþò âèä �

aiαR
α
jkl + ajαR

α
ikl = λi,l gjk + λj ,l gik − λi,k gjl − λj ,k gil. (68)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå (62) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (60), áóäåì èìåòü:

aiαY
α
jkl + ajαY

α
ikl = 0. (69)

2.2 Îáúåêòû èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ

ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà

Èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû Òîìàñà

T̄hij = Thij ;

(70)

Thij = Γhij − 1
n−1 (δhi Γ

α
jα + δhj Γ

α
iα),

è òåíçîð Âåéëÿ ïðîåêòèâíîé êðèâèçíû

W̄h
ijk = Wh

ijk;

(71)

Wh
ijk = Rhijk − 1

n−1 (δhkRij − δhjRik).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå â (62) è ãðóïïèðóÿ, áóäåì èìåòü

Ȳ hijk = Y hijk. (72)

Çäåñü

Y hijk = Rhijk −
R

n(n− 1)
(δhkgij − δhj gik) (73)

òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 10. Òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà òåíçîðîâ K
1 ijkl

, K
3 ijkl

è K
4 ijkl

, îïðåäåëåííûõ âî

âòîðîì ïàðàãðàôå è, òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü òåíçîðà ïðîåêòèâíîé êðèâèçíû:

G
1 ijkl

=K
1 ijkl

= EαiY
α
jkl (74)



Èíâàðèàíòíûå îáúåêòû è ìîäåëèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ 87

G
2 ijkl

= EαiW
α
jkl (75)

G
3

h

ijklm
=K

3

h

ijklm
= Y hαijY

α
klm (76)

G
4

h

ijklm
=K

4

h

ijklm
= Y hiαjY

α
klm (77)

G
5

h

ijklm
= Y hαijW

α
klm (78)

G
6

h

ijklm
= Y αiαjW

α
klm (79)

G
7

h

ijklm
= Y αijkW

α
αlm (80)

G
8

h

ijklm
= Y αijkW

α
lαm (81)

Ðàññìîòðèì îáúåêò G
2 ijkl

:

G
2

: EαiWα
jkl = RiαR

α
jkl − R

nRijkl −
1

n− 1(RilRjk −

(82)

−RikRjl) + R
n(n− 1)(gilRjk − gikRjl)

Òîãäà G
2

� ïëîñêèå ïðîñòðàíñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèÿìè

RiαR
α
jkl − R

nRijkl −
1

n− 1(RilRjk −

(83)

−RikRjl) + R
n(n− 1)(gilRjk − gikRjl) = 0

Ñâîðà÷èâàÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷èì

RαiR
α
l =

2R
n
Ril −

R2

n2
gil (84)

Ôîðìóëà (84) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè (39) è, òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (84) õàðàêòåðèçóþò

K1,K2,K3 è G
2

ïëîñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ýêâèäèñòàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â ïñåâäîðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (84). Ó÷èòûâàÿ (59), äîìíîæèì (84) íà ϕl è, ñâîðà÷èâàÿ ïî l,

óáåäèìñÿ, ÷òî B = R
n(n− 1) .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà

Òåîðåìà 11. Åñëè â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (84) è îíî äîïóñêàåò

ýêâèäèñòàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå, òî

B =
R

n(n− 1)
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Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìîâ

îáúåêòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ

S òèïà

(
p

q

)
êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ñâÿçíîñòè Vn , êîòîðóþ ìû, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷àåì

çàïÿòîé, â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S
i1i2...ip
j1j2...jq , k

(x) = ∂kS
i1i2...ip
j1j2...jq

(x) +

+Γ i1kα(x)Sαi2...ipj1j2...jq
(x) + . . .+ Γ

ip
kα(x)Si1i2...ip−1α

j1j2...jq
(x)− (85)

−Γ βkj1(x)Si1i2...ipj2j3...jq
(x) − . . .− Γ βkjq (x)Si1i2...ipj1j2...jq−1β

(x)

Òîãäà â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïîëó÷èì

Φi ,̄ j = ∂jΦi − ΦαΓ̄αij (86)

ãäå Γ̄ ijk � îáúåêòû ñâÿçíîñòè ãåîäåçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó ïñåâäîðèìàíîâîìó

ïðîñòðàíñòâó Vn , à “̄,“ � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ýòîé ñâÿçíîñòè.

Èñïîëüçóÿ (43), áóäåì èìåòü

Φi ,̄ j = Φi , j − Φiϕj − Φjϕi (87)

Àëüòåðíèðóÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷èì

Kij = K̄ij (88)

Çäåñü

Kij
def
= Φi , j − Φj , i (89)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà

Òåîðåìà 12. Òåíçîð Kij èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïîëå Fij , íà îñíîâàíèè (85), ìîæåì çàïèñàòü

Aij , k = ∂kAij −AαjΓαk i −AiαΓαkj (90)

Ïóñòü ïðè ãåîäåçè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ òåíçîð Ýéíøòåéíà, òîãäà

Ēij ,̄ k = Eij ,̄ k.

Ó÷èòûâàÿ (90) è (43), �

Ēij ,̄ k = Eij , k − 2ϕkEij − ϕiEjk − ϕjEik. (91)

Ñâîðà÷èâàÿ (43) ïî h, j, ïîëó÷àåì

Γ̄αiα = Γαiα + (n+ 1)ϕi (92)

Âûðàçèâ èç ïîñëåäíåãî ϕi, ïîäñòàâëÿÿ â (91), à çàòåì ãðóïïèðóÿ, óáåäèìñÿ, ÷òî

Ēijk = Eijk (93)
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ãäå

Eijk
def
= Eij , k +

1
n+ 1

(2ΓαkαEij + ΓαiαEjk + ΓαjαEik)

Òåîðåìà 13. Îáúåêò Eijk èíâàðèàíòåí ïðè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ ïñåâäîðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

îïðåäåëèòåëÿ, ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå Vn

Γαiα =
1
2
∂iln |g| .

Çäåñü g = det ‖gij‖. À, ïîòîìó Γαiα � ãðàäèåíòíûé âåêòîð.

Ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ òåíçîð Ýéíøòåéíà Eij óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Eij , k = 2ukEij + uiEjk + ujEik,

íàçûâàþò ñëàáîñèììåòðè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî òåíçîðà Eij . Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî

ñëàáîñèììåòðè÷íîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà

Ýéíøòåéíà, åñëè

ui = − 1
n+ 1

Γαiα. (94)

Òåîðåìà 14. Ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèå îòíèñèòåëüíî òåíçîðà Ýéíøòåéíà ïñåâäîðèìàíîâû

ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíû îòíèñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, åñëè âåêòîð

ðåêóððåíòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (94).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ìåõàíèêå, ãåîäåçè÷åñêèå

îòîáðàæåíèÿ èçó÷àë Ò. Ëåâè-×èâèòà, çàëîæèâøèé îñíîâû ýòîé òåîðèè â òåíçîðíîé ôîðìå.

Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ. Ñíà÷àëà èçó÷åíû ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ

êîíöèðêóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ïðîñòðàíñòâà äîïóñêàþò íåòðèâèàëüíûå

ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ. Çàòåì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ñòàþò ïðîñòðàíñòâà, äîïóñêàþùèå

ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.

Ïîëó÷åíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ óêàçàííîé òåîðèè. Óêàçàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ

îáúåêòîâ è âûäåëåíû êëàññû ïðîñòðàíñòâ çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ

ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà.
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IÍÂÀÐIÀÍÒÍI ÎÁ�ÊÒÈ ÒÀ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß Ç ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍßÌ ÑÏÅÖIÀËÜÍÈÕ

ÄÈÔÅÎÌÎÐÔIÇÌIÂ ÏÑÅÂÄÎÐÈÌÀÍÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ âèêîðèñòàíi êîíôîðìíi é ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ

ïðîñòîðiâ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè îá'¹êòiâ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî êîíôîðìíèõ é

ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü iç çáåðåæåííÿì òåíçîðà Åéíøòåéíà. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíi

äëÿ îòðèìàííÿ êëàñiâ ïðîñòîðiâ çàìêíóòèõ âiäíîñíî âêàçàíèõ âiäîáðàæåíü

Êëþ÷îâi ñëîâà: Ìîäåëþâàííÿ, ïñåâäîðèìàíîâi ïðîñòîðè, êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ, ãåîäåçè÷íi

âiäîáðàæåííÿ, çáåðåæåííÿ òåíçîðà Åéíøòåéíà

A. Lesechko E. Chepurna

INVARIANT OBJECTS AND MODELING BY APPLICATION OF SPECIAL DIFFEOMOR-

PHISMS OF PSEUDO-RIEMANNIAN SPACES

Conformal mappings of pseudo-Riemannian spaces were applied for modeling. We suggest method

of design for objects that are invariant relative to conformal mappings. Obtained results were used for

developing classes of spaces that are closed to the above-mentioned mappings.
Keywords: modeling, invariance, closed spaces, geodesic mappings


