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Çàïðîïîíîâàíî ðîçðàõóíîê íà êîëèâàííÿ ñòðèæíåâèõ ñèñòåì ³ç íåïåðåðâíèìè çì³ííèìè ïàðà-

ìåòðàìè ìåòîäîì ïðÿìîãî ³íòåãðóâàííÿ. Ìåòîä ïîáóäîâàíî íà àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçêàõ

â³äïîâ³äíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. ²ç âèêîðèñòàííÿì öüîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî

â³ëüí³ çãèíí³ êîëèâàííÿ ïðÿìîãî ñòðèæíÿ ç äîâ³ëüíèìè íåïåðåðâíî çì³ííèìè ïîïåðå÷íîþ

æîðñòê³ñòþ òà ïîãîííîþ ìàñîþ. Â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ äèíàì³÷íèõ

ïàðàìåòð³â ñòðèæíåâèõ êîíñòðóêö³é òà íàâåäåíî ìåòîäèêó ¿õ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿. Äîñë³ä-

æåíî â³ëüí³ êîëèâàííÿ çð³çàíîãî êîíóñà òà äèìîâî¿ òðóáè ç³ çì³ííîþ òîâùèíîþ ñò³íêè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìåòîä ïðÿìîãî ³íòåãðóâàííÿ, àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè, ïîïåðå÷í³ êîëè-
âàííÿ ñòðèæíÿ, êîåô³ö³ºíòè êîëèâàíü, ÷àñòîòè êîëèâàíü, êîëèâàííÿ äèìîâî¿ òðóáè.

Âñòóï. Ñòðèæí³ ç³ çì³ííèì ïåðåð³çîì âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê êîíñòðóêòèâí³ åëå-
ìåíòè àáî ÿê ïðîñòîðîâ³ ñòðóêòóðè. Äî òàêèõ ñòðóêòóð ìîæíà â³äíåñòè áàãàòîö³ëüîâ³
ñòàëåâ³ îïîðè, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ë³í³ÿõ åëåêòðîïåðåäà÷, îïîðè â³òðîâèõ ãåíåðà-
òîð³â, àíòåíè ð³çíèõ êîíñòðóêö³é, ðîáî÷³ ëîïàòêè òóðáîìàøèí òà ³í. Ó áàãàòüîõ
âèïàäêàõ ¿õ ñòðèæíåâ³ åëåìåíòè âçäîâæ äîâæèíè ìàþòü çì³íí³ æîðñòê³ñòü, ïîãîííó
ìàñó, íàâàíòàæåííÿ òà ³íø³ ïàðàìåòðè.

Äî ñèñòåì ç³ çì³ííèìè ïàðàìåòðàìè ìîæíà â³äíåñòè ïëàñòèíè àáî îáîëîíêè
çì³ííî¿ òîâùèíè, ÿê³ ðîçòàøîâóþòüñÿ íà ïðóæí³é îñíîâ³. Ó áóä³âíèöòâ³ äî îá’ºêò³â ç³
çì³ííîþ æîðñòê³ñòþ ìîæíà â³äíåñòè ïðîìèñëîâ³ âèñîòí³ ñïîðóäè ó âèãëÿä³ äèìîâèõ
òðóá, âîäîíàï³ðíèõ áàøò àáî ãðàäèðåíü áàøòîâîãî òèïó.

Ðîçðàõóíîê òàêîãî òèïó ñïîðóä íà ì³öí³ñòü, ñò³éê³ñòü òà êîëèâàííÿ âèìàãàº
ðîçâ’ÿçêó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè
òàêèõ çàäà÷ äëÿ ñòðèæí³â ñòàëîãî òà äåÿêèõ âèïàäê³â çì³ííîãî ïåðåð³ç³â ìåòîäîì
Ðåëåÿ–Ð³òöà îäåðæàíî ùå Ñ. Ï. Òèìîøåíêîì [1]. Ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ âèçíà÷åííÿ ÷àñòîò
çãèííèõ êîëèâàíü ñòðèæí³â ç³ çì³ííèìè çà ñòåïåíåâèì çàêîíîì ïåðåð³çàìè îòðèìàíî
â ðîáîò³ [2]. Â [3] îòðèìàíî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ôîðì ïîçäîâæ-
í³õ òà çãèííèõ êîëèâàíü ñòðèæí³â (¿õíÿ æîðñòê³ñòü òà ïîãîííà ìàñà çì³íþþòüñÿ çà
á³íîìíèìè çàêîíàìè), âèçíà÷åííÿ ÿêèõ çâîäèòüñÿ äî àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ÷åðåç
ôóíêö³¿ Áåññåëÿ. ßê ïðèêëàäè ðîçãëÿíóòî êîëèâàííÿ êîíñîëüíî¿ áàëêè ó âèãëÿä³
çð³çàíèõ êëèíà, ï³ðàì³äè òà êîíóñà. Îäåðæàíî òàêîæ âèðàçè äëÿ âëàñíèõ ÷àñòîò òà
ôîðì çãèííèõ êîëèâàíü áàëîê áåç óðàõóâàííÿ âïëèâó çîâí³øí³õ ³ âíóòð³øí³õ ñèë
îïîðó. Äëÿ áàëîê Òèìîøåíêà ç³ ñòàëèìè òà çì³ííèìè æîðñòê³ñòþ ³ ïåðåð³çîì ó
ðîáîòàõ [4–8] äîñë³äæåíî âïëèâ ïîçäîâæí³õ ñèë ³ ïîïåðå÷íîãî çñóâó íà ÷àñòîòó
â³ëüíèõ çãèííèõ êîëèâàíü áàëêè ç óðàõóâàííÿì ôàêòîðà ðîçñ³ÿííÿ åíåðã³¿. Ðåçóëüòàòè
ðîçðàõóíêîâî-åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü âïëèâó ïàðàìåòð³â ëîêàëüíîãî ïîâåðõ-
íåâîãî ïîøêîäæåííÿ íà âëàñí³ ÷àñòîòè êîëèâàíü ñòðèæíåâî¿ ìîäåë³ ëîïàòêè íàâåäåíî
â [9]. Ó ðîáîòàõ [10, 11] ðîçãëÿíóòî óñêëàäíåí³ çàäà÷³ êîëèâàíü òîíêîñò³ííèõ åëåìåí-
ò³â êîíñòðóêö³é òà êîíñòðóêö³é (áàëêè ³ ïëèòè) íà ïðóæí³é îñíîâ³ ó ïðîñòîðîâ³é òà
óòî÷íåíèõ ïîñòàíîâêàõ.

Ðàçîì ³ç òèì íà ñüîãîäí³ â³äñóòí³é óí³âåðñàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè àíàë³òè÷íèõ
ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ çàäà÷ äëÿ ñòðèæí³â ³ç äîâ³ëüíèìè çì³ííèìè ïåðåð³çàìè, òîìó ó
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áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàáëèæåí³ ÷èñëîâ³ ìåòîäè. Íà îñíîâ³ îòðèìàíèõ
ðàí³øå [12, 13] ðåçóëüòàò³â ó äàí³é ðîáîò³ ðîçâèâàºòüñÿ ìåòîä ïðÿìîãî ³íòåãðóâàííÿ
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêèé âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ðîçðàõóíêàõ íà ñò³éê³ñòü òà êîëè-
âàííÿ ñòðèæí³â ç³ çì³ííèìè ïåðåð³çàìè ³ ðîçïîä³ëåíîþ ìàñîþ ç óðàõóâàííÿì ñèë
îïîðó. Ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çàäà÷à ïðî â³ëüí³ çãèíí³ êîëèâàííÿ ïðÿìîãî ñòðèæíÿ ç äîâ³ëü-
íèìè íåïåðåðâíî çì³ííèìè ïîïåðå÷íîþ æîðñòê³ñòþ òà ïîãîííîþ ìàñîþ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçðàõóíêîâ³ ð³âíÿííÿ. Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ â³ëüíèõ
çãèííèõ êîëèâàíü ñòðèæíÿ (ðèñ. 1) ç óðàõóâàííÿì ñèë îïîðó çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ [7,
9]
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äå E x I x( ) ( ) – ïîïåðå÷íà æîðñòê³ñòü ñòðèæíÿ â òî÷ö³ x; E x( ) – ìîäóëü ïðóæíîñò³
ìàòåð³àëó ñòðèæíÿ; I x( ) – ìîìåíò ³íåðö³¿ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ñòðèæíÿ; m x( ) –
³íòåíñèâí³ñòü ðîçïîä³ëåíî¿ ìàñè (ïîãîííà ìàñà) ó òî÷ö³ x; p x t( , ) – ³íòåíñèâí³ñòü
ñèëè çîâí³øíüîãî îïîðó ðóõó; r x t( , ) – ³íòåíñèâí³ñòü ñèëè âíóòð³øíüîãî îïîðó ðóõó;
y x t( , ) – ïîïåðå÷íå ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè îñ³ ñòðèæíÿ ç êîîðäèíàòîþ x ó ìîìåíò ÷àñó t

(äèíàì³÷íèé ïðîãèí) – ðèñ. 1.
Çàãàëüíà ñõåìà êîëèâàíü ñòðèæíÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1, ñõåìà çóñèëü, ùî ä³þòü íà

éîãî åëåìåíò ïðè êîëèâàííÿõ, – íà ðèñ. 2.

Ð³âíÿííÿ (1) ñïðàâåäëèâå äëÿ ìîäåë³, â ÿê³é ïðèéíÿòî íåõòóâàòè ïîçäîâæí³ìè
ïåðåì³ùåííÿìè ïåðåð³ç³â, ¿õ ïîâîðîòàìè ³ çñóâàìè.

Äëÿ âðàõóâàííÿ ñèë îïîðó ³ñíóº áàãàòî ã³ïîòåç. Ñèëó çîâí³øíüîãî îïîðó ðóõó
ââàæàºìî ïðîïîðö³éíîþ ìàñ³ ñòðèæíÿ ³ øâèäêîñò³ [1, 8]. Âíóòð³øíº òåðòÿ áóäåìî
âðàõîâóâàòè çà ã³ïîòåçîþ Êåëüâ³íà–Ôîéõòà [7, 8], çã³äíî ç ÿêîþ ñèëà âíóòð³øíüîãî
îïîðó ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³ äåôîðìàö³¿. Ó òàêîìó âèïàäêó ð³âíÿííÿ (1) ïðèéìàº
íàñòóïíèé âèãëÿä:
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äå �, � – êîåô³ö³ºíòè çîâí³øíüîãî ³ âíóòð³øíüîãî òåðòÿ â³äïîâ³äíî.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 1. Â³ëüí³ çãèíí³ êîëèâàííÿ ñòðèæíÿ: �( , )x t – äèíàì³÷íèé êóò ïîâîðîòó.
Ðèñ. 2. Ñõåìà çóñèëü, ùî ä³þòü íà åëåìåíò ñòðèæíÿ: M x t( , ) – äèíàì³÷íèé çãèíàëüíèé ìîìåíò;

Q x t( , ) – äèíàì³÷íà ïîïåðå÷íà ñèëà; f x t m x
y

t
( , ) ( )
�

�

�

2

2 – ³íòåíñèâí³ñòü ñèë ³íåðö³¿, ùî âèíè-

êàþòü ó ïðîöåñ³ êîëèâàíü (ñèëà ä’Àëàìáåðà).
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Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ Ôóð’º, äëÿ äèíàì³÷íèõ ïàðàìåòð³â
çàäà÷³ (ïàðàìåòðè ñòàíó ñòðèæíÿ) çàñòîñóºìî íàñòóïí³ ðîçêëàäàííÿ:

y x t v x T t( , ) ( ) ( );
 � �( , ) ( ) ( );x t x T t


M x t M x T t( , ) ( ) ( );
 Q x t Q x T t( , ) ( ) ( ),


äå T t( ) – íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ ÷àñó; v x( ), �( ),x M x( ), Q x( ) – íåâ³äîì³ àìïë³òóäí³
ôóíêö³¿, ùî çâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ çàëåæíîñòÿìè: �( ) ( );x v x
 � M x E x I x x( ) ( ) ( ) ( )
� �� ;
Q x M x( ) ( ).
 �

Ó ðåçóëüòàò³ ç (2) îòðèìàºìî äâà ñàìîñò³éíèõ ð³âíÿííÿ:

��( ) � ( ) ( ) ;T t hT t T t	 	 
2 02� (3)

( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ,E x I x v x m x v x�� ��� 
�2 0 (4)

äå 2 2h
 	� �� ; �2 – ñòàëà ìåòîäó ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ.

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3) ìàº â³äîìèé âèãëÿä [1, 8]:

T t Ae tht( ) sin(~ ),
 	� � � ~ ,� �
 �2 2h (5)

äå A T T hT
 	 	2 2 20 0 0( ) ( � ( ) ( )) ~ ;� � �
 	arctg T T hT( )~ ( � ( ) ( ));0 0 0 T ( ),0 � ( )T 0 – ïî-

÷àòêîâ³ ïàðàìåòðè.
Àíàë³ç ðîçâ’ÿçêó (5) ïîêàçóº, ùî â³ëüí³ çãèíí³ êîëèâàííÿ ñòðèæíÿ ç óðàõóâàííÿì

ñèë îïîðó â³äáóâàþòüñÿ â ÷àñ³ çà çàòóõàþ÷èì ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì ³ç ÷àñòîòîþ ~,� à
ñòàëà âåëè÷èíà � º ÷àñòîòîþ â³ëüíèõ êîëèâàíü áåç óðàõóâàííÿ ñèë îïîðó (âèïàäîê
� �
 
 0).

Âèðàçèìî àìïë³òóäí³ ôóíêö³¿ v x( ), �( ),x M x( ), Q x( ) ÷åðåç áåçðîçì³ðí³ ôóíäà-
ìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè. Äëÿ öüîãî çì³íí³ ïîãîííó ìàñó òà ïîïåðå÷íó æîðñòê³ñòü çàïè-
øåìî òàê:

m x m B x( ) ( ),
 0 E x I x E I C x( ) ( ) ( ),
 0 0

äå E I0 0, m0 – ñòàë³ æîðñòê³ñòü ³ ìàñà ó ïåâí³é õàðàêòåðí³é òî÷ö³ ñòðèæíÿ; C x( ),
B x( ) – áåçðîçì³ðí³ ôóíêö³¿, ùî âèçíà÷àþòü â³äïîâ³äíî çàêîíè çì³íè æîðñòêîñò³ ³ ìàñè
âçäîâæ äîâæèíè ñòðèæíÿ.

Òàêèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº îòðèìàòè àíàë³òè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ÷àñòîò êîëèâàíü, ³
ïðè ðîçðàõóíêàõ îïåðóâàòè ò³ëüêè áåçðîçì³ðíèìè âåëè÷èíàìè.

Âèçíà÷åííÿ àìïë³òóäíèõ ôóíêö³é òà ãîëîâíèõ ôîðì êîëèâàíü. Ãîëîâíà
ôîðìà êîëèâàíü âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4). Çàãàëüíèé ³íòåãðàë öüîãî
ð³âíÿííÿ òà ³íø³ àìïë³òóäí³ ôóíêö³¿, âèðàæåí³ ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ ïàðàìåòðè, ìàþòü
òàêèé âèãëÿä [13]:
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äå X xn ( ), n
1 2 3 4, , , – ôóíäàìåíòàëüí³ ôóíêö³¿ ð³âíÿííÿ (4), ùî âèçíà÷àþòüñÿ
ðÿäàìè, ÿê³ ð³âíîì³ðíî çá³ãàþòüñÿ,

X x x K x K x K x Kn n n n n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ,, , , ,
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Ó ðîáîò³ [12] ôóíêö³¿ �n x, ( ),0 n
12 3 4, , , íàçâàí³ ïî÷àòêîâèìè, à ôóíêö³¿ �n k x, ( ),
n
1 2 3 4, , , , k
1 2 3, , , ... – òâ³ðíèìè. Âîíè âèçíà÷àþòüñÿ òàê:
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� �n k

xx

n k

xx

x
l C x

B x x dxdxdxdx, ,( )
( )

( ) ( ) ,
 �� �� �
1 1
4

00
1

00

k
1 2 3, , , ...; (12)

� �n k nx
l C x

B x
A x

B x x dxdxdxdx, ,( )
( )

( ) ...
( )

( ) ( ) ...

1 1 1
4 0 dxdxdxdx

xxxxxxxx

.
00000000

�������� (13)

Äëÿ íàî÷íîñò³ òóò íàâåäåíî äâ³ ôîðìóëè äëÿ òâ³ðíèõ ôóíêö³é – ðåêóðåíòíà òà
ðîçãîðíóòà. Êðàòí³ñòü ³íòåãðàë³â â îñòàíí³é ôîðìóë³ áåç óðàõóâàííÿ ³íòåãðàë³â, ÿê³
ìîæóòü ì³ñòèòè ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿, äîð³âíþº 4k.

Ôóíäàìåíòàëüí³ ôóíêö³¿ ó ôîðìóëàõ (7)–(9) âèçíà÷àþòüñÿ ðÿäàìè:

~
( )

~
( )

~
( )

~
( )

~
( ) ., , , ,X x x K x K x K xn n n n n
 	 	 	 	� � � �0

2
1

4
2

6
3 ..; (14)

� � � � �

X x x K x K x K xn n n n n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ., , , ,
 	 	 	 	� � � �0
2

1
4

2
6

3 ..; (15)

� ( ) � ( ) � ( ) � ( ) � ( ) ., , , ,X x x K x K x K xn n n n n
 	 	 	 	� � � �0
2

1
4

2
6

3 .. , (16)

äå
~

( ) ( );, ,� �n k n kx l x
 �
�

� �n k n kx lA x x, ,( ) ( )
~

( );
 � � ( ) ( ),,� ��n k n kx l x
 �
�

n
1 2 3 4, , , , k
 0 1 2, , , ... .
(17)

Âàæëèâî â³äçíà÷èòè, ùî íåâ³äîìèé ïàðàìåòð K òà ôóíêö³¿ â (11), (13), (16) º
áåçðîçì³ðíèìè [12, 13]. Îòæå, âñ³ ôóíäàìåíòàëüí³ ôóíêö³¿ â (10), (14)–(16) º òàêîæ
áåçðîçì³ðíèìè. ßê íàñë³äîê, ðîçì³ðíîñò³ ñòàëèõ êîåô³ö³ºíò³â ïðè áåçðîçì³ðíèõ ôóíê-
ö³ÿõ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ôîðìóë (6)–(9) çá³ãàþòüñÿ ç ðîçì³ðíîñòÿìè ó â³äïîâ³äíèõ
ë³âèõ ÷àñòèíàõ.
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Áåçïîñåðåäíüî ç (10) îòðèìóºìî ôîðìóëó äëÿ ÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü áåç
óðàõóâàííÿ îïîðó:

�

K

l

E I

m2
0 0

0
, (18)

äå K – íåâ³äîìèé áåçðîçì³ðíèé êîåô³ö³ºíò êîëèâàíü.
²ç ôîðìóëè (18) âèäíî, ùî çíàõîäæåííÿ ÷àñòîòè çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ êîåô³-

ö³ºíòà êîëèâàíü. Îñê³ëüêè ó ôîðìóëàõ äëÿ àìïë³òóäíèõ ïàðàìåòð³â ñòàíó ñòðèæíÿ
ô³ãóðóº êîåô³ö³ºíò êîëèâàíü, äëÿ éîãî çíàõîäæåííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè ÷àñòîòí³
ð³âíÿííÿ, ÿê³ îòðèìóþòü ï³ñëÿ ðåàë³çàö³¿ çàäàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

²ñíóþòü âèïàäêè, êîëè ïî÷àòêîâ³ òà òâ³ðí³ ôóíêö³¿ çíàõîäÿòüñÿ ó ÿâíîìó âèãëÿä³.
Ïðè öüîìó, ÿê íàñë³äîê, ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè çàïèñóþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðí³
àáî ñïåö³àëüí³ ôóíêö³¿. Àëå òàê³ âèïàäêè çóñòð³÷àþòüñÿ äóæå ð³äêî. Òîìó, ç òî÷êè çîðó
çàãàëüíîñò³ ðåçóëüòàò³â, âàæëèâî çíàéòè åôåêòèâíèé ñïîñ³á ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ ïðèâå-
äåíèõ âèùå ôîðìóë äëÿ ïî÷àòêîâèõ ³ òâ³ðíèõ ôóíêö³é, ÿêèé ìîæíà áóëî á âèêîðèñ-
òàòè äëÿ äîâ³ëüíèõ íåïåðåðâíî çì³ííèõ æîðñòêîñò³ òà ïîãîííî¿ ìàñè.

ßê â³äîìî, îäèí ³ç ìåòîä³â ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ ïîáóäîâàíî íà çàì³í³ ï³ä³íòå-
ãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ ïðè àïðîêñèìàö³¿ ¿¿ áàãàòî÷ëåíîì. Öå äîçâîëÿº óíèêíóòè áàãàòî-
ðàçîâîãî ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ çà ôîðìóëàìè (11)–(13), ùî âàæëèâî äëÿ ñïðîùåííÿ
ïðîãðàìíî¿ ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó.

Íåõàé

1
0 1 2

2

C x
C C

x

l
C

x

l
C

x

l
s

s

( )
... ;
 	




�
�

�

�
�	




�
�

�

�
� 	




�
�

�

�
�

B x B B
x

l
B

x

l
B

x

l
p

p

( ) ... .
 	



�
�

�

�
�	




�
�

�

�
� 	 	




�
�

�

�
�0 1 2

2 (19)

Òîä³ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (11)–(13) ëåãêî îäåðæàòè ïðåäñòàâëåííÿ ïî÷àòêîâèõ
ôóíêö³é ÷åðåç áàãàòî÷ëåíè (òàáë. 1).

²ç ôîðìóëè (13) çðîçóì³ëî, ùî çà óìîâ (19) òâ³ðí³ ôóíêö³¿ òàêîæ ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ÷åðåç áàãàòî÷ëåíè. Â³äïîâ³äí³ ôîðìóëè ìàþòü âèãëÿä [13]:
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4 1
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(20)

Ò à á ë è ö ÿ 1
Ïðåäñòàâëåííÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é ÷åðåç áàãàòî÷ëåíè
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(21)

äå �1 0
 ; � 2 1
 ; � 3 2
 	s ; � 4 3
 	s .
Êîåô³ö³ºíòè íàâåäåíèõ áàãàòî÷ëåí³â âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:
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(22)
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�1 10,
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( ) ,

äå C j h� 
 0, ÿêùî j h s� ! , ³ dk h
n
� 
1 0,

( ) , ÿêùî h k p s s nn! 	 	 � � 	( ) ,� 1 B j r� 
 0,

ÿêùî j r p� ! , ³ ck r
n
� 
1 0,

( ) , ÿêùî r k p s nn! � 	 	 � 	( )( ) ;1 1� ek j
n
�1,

( ) âèðàæàþòüñÿ

÷åðåç çíà÷åííÿ dk h
n
�1,

( ) , ÿê³, ó ñâîþ ÷åðãó, îá÷èñëþþòüñÿ ÷åðåç ck r
n
�1,

( ) .

Îòæå, ôîðìóëà (22) º ðåêóðåíòíèì ñï³ââ³äíîøåííÿì, çà ÿêèì êîæíå íàñòóïíå
çíà÷åííÿ ck j

n
,

( ) ðîçðàõîâóºòüñÿ ÷åðåç ïîïåðåäí³ çíà÷åííÿ. Ïðè öüîìó ïî÷àòêîâ³ çíà-

÷åííÿ çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè:

c0 0
1 1,

( ) ;
 c0 0
2 1,

( ) ;
 c
C

j jj

j

0
3

1 2,
( )

( )( )
;


	 	
c

C

j jj

j

0
4

2 3,
( )

( )( )
,


	 	
j s
 0 1, , ... , . (23)

Íàâåäåí³ â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ ôîðìóëè äëÿ äèíàì³÷íèõ ïàðàìåòð³â, ³ç ïîÿñ-
íåííÿì ñïîñîáó ¿õ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿, äîçâîëÿþòü âèçíà÷àòè ïåðåì³ùåííÿ ³ êóòè
ïîâîðîòó y x t( , ), �( , )x t â³ëüíèõ äèíàì³÷íèõ êîëèâàíü, à òàêîæ äèíàì³÷í³ âíóòð³øí³
çóñèëëÿ M x t( , ), Q x t( , ) äëÿ ñòðèæíÿ ç äîâ³ëüíèìè íåïåðåðâíî çì³ííèìè ïîïåðå÷-
íîþ æîðñòê³ñòþ ³ ïîãîííîþ ìàñîþ çà äîâ³ëüíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñòðèæí³â ó âèãëÿä³ çð³çàíîãî êîíóñà ³ç ñóö³ëüíèì òà

ïîðîæíèñòèì ïåðåð³çîì. Ìàòåð³àë ñòðèæí³â áóäåìî ââàæàòè îäíîð³äíèì: Å õ( )


 
Å Å0. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó êîíñîëüíèõ ñòðèæí³â ³ç íàñòóïíèìè çàêîíàìè çì³íè
æîðñòêîñò³ ³ ïîãîííî¿ ìàñè âçäîâæ ¿õ äîâæèíè (ðèñ. 3, 4):

Å õ I x EI
x

l
( ) ( ) ( ) ;
 	 �




�
�

�

�
�0

4

1� � m x m
x

l
( ) ( ) ,
 	 �




�
�

�

�
�0

2

1� � (24)

äå � – ÷èñëîâèé ïàðàìåòð, ÿêèé ïðèéìàº ñâîº çíà÷åííÿ äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî
âèäó ñòðèæíÿ (0 1" "� ).
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Ó äàíîìó âèïàäêó ìàºìî

C x
x

l
( ) ( ) ,
 	 �
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�

�

�
�� �1

4

B x
x

l
( ) ( ) .
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�
�

�

�
�� �1

2

(25)

Äèíàì³÷í³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà êðàÿõ ñòðèæí³â º íàñòóïíèìè: M t( , )0 0
 ,
Q t( , ) ,0 0
 y l t( , ) ,
 0 �( , ) .l t 
 0 Çíà÷åííÿ àìïë³òóäíèõ ôóíêö³é çàïèñóþòüñÿ àíàëî-

Ðèñ. 3. Ãðàô³êè çàêîí³â ãîëîâíèõ ôîðì êîëèâàíü.

Ðèñ. 4. Ñòðèæåíü ó âèãëÿä³ ñóö³ëüíîãî (à) ³ ïîðîæíèñòîãî (á) çð³çàíîãî êîíóñà.

à á
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ã³÷íî: M ( ) ,0 0
 Q( ) ,0 0
 v l( ) ,
 0 �( ) .l 
 0 ¯õ ðåàë³çàö³ÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (6), (7)
äàº ÷àñòîòíå ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³ X l X l X l X l1 2 1 2 0( )

~
( )

~
( ) ( ) ,� 
 àáî

# # # #0 1
2

2
4

3
6 0	 	 	 	 
K K K ... , (26)

äå #0 1
 ; # � � � �k j k j j k jj

k
l l l l
 �� �


� ( ( )
~

( )
~

( ) ( ))., , , ,1 2 1 20

Ë³âà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (26) º çá³æíèì ðÿäîì, ùî çàáåçïå÷óºòüñÿ ð³âíîì³ðíîþ
çá³æí³ñòþ ðÿä³â, çà ÿêèìè âèçíà÷àþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüí³ ôóíêö³¿. Ðîçâ’ÿçîê òàêîãî
ð³âíÿííÿ çíàõîäèòüñÿ ç ëþáîþ íàïåðåä çàäàíîþ òî÷í³ñòþ ìåòîäîì ïîð³âíÿííÿ êîðå-
í³â, ùî â³äïîâ³äàþòü ïåâí³é ê³ëüêîñò³ óòðèìàíèõ ÷ëåí³â ðÿäó. Ïðè çàäàíîìó ïàðà-
ìåòð³ � êîåô³ö³ºíòè #k îá÷èñëþâàëèñü ó ïðîãðàìíîìó ðåæèì³ ç âèêîðèñòàííÿì

ôîðìóë (19)–(23). Ïðè öüîìó ñòåï³íü àïðîêñèìóþ÷îãî áàãàòî÷ëåíà äëÿ ôóíêö³¿
1

Ñ õ( )

âèáèðàëè çà óìîâè, ùî êîåô³ö³ºíò äåòåðì³íàö³¿ íå ïîâèíåí áóòè ìåíøèì çà 0,999.
Ôóíêö³ÿ B x( ) ó äàíîìó ïðèêëàä³ óæå ç ñàìîãî ïî÷àòêó º áàãàòî÷ëåíîì.

Ïåðø³ òðè êîåô³ö³ºíòè êîëèâàíü K j ( , , )j
1 2 3 äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü � íàâåäåíî
ó òàáë. 2. Öèì êîåô³ö³ºíòàì çã³äíî ç ôîðìóëîþ (18) áóäóòü â³äïîâ³äàòè íàñòóïí³
÷àñòîòè áåç óðàõóâàííÿ îïîðó:

� j

jK

l

EI

m



2
0

0
, j
1 2 3, , . (27)

Òîä³ äëÿ ÷àñòîò êîëèâàíü ç óðàõóâàííÿì îïîðó îòðèìàºìî

~ ,� �j j jh
 �2 2 j
1 2 3, , ,

äå h j

j



	� ��2

2
.

Ò à á ë è ö ÿ 2
Êîåô³ö³ºíòè êîëèâàíü

� K1 K2 K3

0 8,7193 21,1457 38,4538

0,2 6,9982 20,5724 40,8846

0,3 5,4424 18,3927 41,9203

0,4 5,0237 19,1305 45,9274

0,5 4,6193 19,5112 48,5684

0,6 4,3181 20,0452 51,3351

0,7 4,0675 20,5582 54,0155

0,8 3,8546 21,0586 56,6286

0,9 3,6740 21,5484 59,1838

1,0 3,5160 22,0345 61,6972
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Äëÿ ãîëîâíèõ ôîðì êîëèâàíü çà ôîðìóëîþ (6) îäåðæèìî
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2
2( , )

( , )

( , )
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ôîðìè êîëèâàíü.
Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî ãðàô³êè öèõ çàêîí³â äëÿ âèïàäêó �
 0 4, .
²ñíóº âåëèêà ê³ëüê³ñòü ñòðèæíåâèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é, äëÿ ÿêèõ ¿õ æîðñò-

ê³ñòü òà ïîãîííà ìàñà îïèñóþòüñÿ ôîðìóëàìè (24). Íàâåäåìî äâà ç íèõ.
Ïåðøèé ñòðèæåíü – ñóö³ëüíèé çð³çàíèé êîíóñ (ðèñ. 4,à). Ó öüîìó âèïàäêó ìàºìî
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äå % – ù³ëüí³ñòü ìàòåð³àëó ñòðèæíÿ. Äëÿ íüîãî ôîðìóëà (27) ïðèéìàº òàêèé âèãëÿä:
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Äðóãèé ñòðèæåíü – ïîðîæíèñòèé çð³çàíèé êîíóñ (ðèñ. 4,á) ç³ çì³ííîþ òîâùèíîþ
ñò³íêè (äèìîâà òðóáà). Ó äàíîìó âèïàäêó ìàºìî
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Ïàðàìåòð 0 1" "� õàðàêòåðèçóº êîíóñí³ñòü ñòðèæí³â. Äëÿ �
 0 áóäåìî ìàòè
ãîñòðîê³íöåâèé êîíóñ, äëÿ �
1 – êîíóñ âèðîäæóºòüñÿ ó öèë³íäð. Ïðè çàäàíèõ
ãðàíè÷íèõ óìîâàõ êîåô³ö³ºíòè êîëèâàíü ³ çàêîíè ãîëîâíèõ ôîðì êîëèâàíü çàëåæàòü
ò³ëüêè â³ä áåçðîçì³ðíèõ çàêîí³â C x( ) i B x( ). Òîìó äàíèì ñòðèæíÿì òà ³íøèì çã³äíî ç
çàêîíàìè (25) áóäóòü â³äïîâ³äàòè îäí³ é ò³ æ êîåô³ö³ºíòè êîëèâàíü K jj ( , , )
1 2 3 ,
íàâåäåí³ â òàáë. 2.

Ó ðîáîò³ [8] ïðåäñòàâëåíî òî÷í³ çíà÷åííÿ ïåâíèõ ÷èñëîâèõ ïàðàìåòð³â, çà ÿêèìè
îá÷èñëþþòüñÿ ïåðø³ ÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü öèë³íäðà ³ ãîñòðîãî êîíóñà. Âîíè
â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü 3,52 ³ 8,71. Ö³ ÷èñëîâ³ ïàðàìåòðè º àíàëîãàìè ïåðøèõ
êîåô³ö³ºíò³â êîëèâàíü äëÿ âèïàäê³â �
1 i 0. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ â äàí³é ðîáîò³ çã³äíî ç
òàáë. 2 îòðèìàíî K1 3 5160
 , i 8,7193. Òàêèì ÷èíîì, ö³ çíà÷åííÿ ïðàêòè÷íî çá³ãà-
þòüñÿ ç ïðèâåäåíèìè â [8], ÿê³ àâòîðè ââàæàþòü òî÷íèìè.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëè (28), (29) îäåðæàíî äëÿ äîâ³ëüíèõ ïàðàìåòð³â R, r. Ï³ä-
ñòàâèìî ó ö³ ôîðìóëè çàäàí³ çíà÷åííÿ R, r òà â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè êîëèâàíü ³ îòðè-
ìàºìî ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ ÷àñòîò. Íàïðèêëàä, äëÿ òèïîâî¿ äèìîâî¿ öåãëÿíî¿ òðóáè ç
âèõ³äíèìè äàíèìè l
 75 ì, R
15, ì, r
 0 7, ì, R0 0 75
 , ì, r0 0 35
 , ì, E


 &0 03 1011, Ïà, %
1850 êã/ì 3 áóäåìî ìàòè: �
 0 5, ; �1 2 7370
 , c�1; �2 115606
 , c�1;

�3 28 7774
 , c�1.
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Â è ñ í î â ê è

1. Ðîçâèíóòî ìåòîä ïðÿìîãî ³íòåãðóâàííÿ, çàïðîïîíîâàíèé äëÿ ðîçðàõóíêó
ñòðèæíåâèõ ñèñòåì ³ç íåïåðåðâíèìè çì³ííèìè ïàðàìåòðàìè. Â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³
âèâåäåíî íåîáõ³äí³ ôîðìóëè äëÿ äîñë³äæåííÿ â³ëüíèõ çãèííèõ êîëèâàíü ïðÿìîãî
ñòðèæíÿ ç äîâ³ëüíèìè íåïåðåðâíî çì³ííèìè ïîïåðå÷íîþ æîðñòê³ñòþ òà ïîãîííîþ
ìàñîþ.

2. Íàâåäåíî ìåòîäèêó ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ îäåðæàíèõ ðîçâ’ÿçê³â çà äîâ³ëüíèõ
ãðàíè÷íèõ óìîâ íà êðàÿõ ðîçãëÿäóâàíèõ ñòðèæí³â.

3. Äîñë³äæåíî â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñóö³ëüíîãî çð³çàíîãî êîíóñà òà äèìîâî¿ òðóáè
ç³ çì³ííîþ òîâùèíîþ ñò³íêè. Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ïîð³âíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè â³äîìèõ
ðîçâ’ÿçê³â.

Ð å ç þ ì å

Ïðåäëîæåí ðàñ÷åò íà êîëåáàíèÿ ñòåðæíåâûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè
ïàðàìåòðàìè ìåòîäîì ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà àíàëèòè÷åñêèõ
ðåøåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî
ìåòîäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîãî ñòåðæíÿ ñ
ïðîèçâîëüíûìè íåïðåðûâíî ïåðåìåííîé ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòüþ è ïîãîííîé ìàññîé.
Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñòåðæíåâûõ
êîíñòðóêöèé è ïðèâåäåíî ìåòîäèêó èõ ÷èñëîâîé ðåàëèçàöèè. Èññëåäîâàíû ñâî-
áîäíûå êîëåáàíèÿ óñå÷åííîãî êîíóñà è äûìîâîé òðóáû ñ ïåðåìåííîé òîëùèíîé
ñòåíêè.
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