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Аннотация. Рассмотрено решение бигармонического уравнения плоской задачи 

теории упругости методом граничных элементов. Переход от двумерной задачи к 
одномерной осуществлен на базе вариационного метода Канторовича-Власова. Для случая 
свободных краев продольных кромок пластины получены выражения фундаментальных 
ортонормированных функций метода граничных элементов. 

 
The summary. The decision of the biharmonic equation of a flat problem  of the theory of 

elasticity is considered by a method of boundary elements. Transition from a bidimentional problem 
to one-dimensional is carried out on the basis of Kantorovich – Vlasov  variational method. For a 
case of free edges  of longitudinal edges of a plate expressions fundamental ortnormalized  functions 
of a method boundary elements are received. 

 

Введение 

Многие конструкции и их элементы работают в условиях, соответствующих плоской 

задаче теории упругости. С математической точки зрения это означает необходимость 

решать краевую задачу для бигармонического уравнения в частных производных. Как 

известно, краевую задачу проще решать, когда неизвестные функции являются функциями 

одной переменной и речь идет об обыкновенных дифференциальных уравнениях. Переход от 

двумерной задачи к одномерной можно осуществить с помощью тригонометрических рядов. 

Однако такой подход эффективен только при шарнирном опирании пластины на двух 

противоположных кромках. 

В общем случае весьма эффективен вариационный метод Власова-Канторовича. На 

базе этого метода рассмотрим решение плоской задачи теории упругости методом 

граничных элементов [1].  

 

Построение системы ортонормированных фундаментальных функций 

Бигармоническое уравнение плоской задачи теории упругости для прямоугольных 

пластин имеет такую же символьную форму записи, как и уравнение изгиба: 

),(),(22 yxqyx   .                                                                                 (1) 

Если искать функцию напряжений Д. Эйри в виде бесконечного ряда 
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то после ряда преобразований при удержании одного члена ряда приходим к уравнению 
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Характеристическое уравнение для соответствующего (3) однородного уравнения 

имеет вид 

,02 4224  SKrK                                                                                                                      (4) 

где 442
41 SrrK  .                                                                               (5) 

Из (5) следует, что вид фундаментальных функций определяется соотношением 

между r и S, которое, в свою очередь, зависит от граничных условий на продольных кромках. 

Вектор состояния плоской задачи 

  

 YrY
r

YrY
r

Yt

Yr

EU

EV

S

N

P

2
2

2
2

2

2

*

*

*

*

"
1

'2'''
1

'













 .                                                                                             (6) 

Используя аналогию Колосова-Мусхелишвили, можно установить соответствие 

между граничными условиями теории изгиба пластин и граничными условиями плоской 

задачи теории упругости (табл.1). 

Таблица 1 

№ Изгиб пластин Плоская задача 

1 
  

2 
  

3 
  

4 
  

5 
  

6   
 

Рассмотрим случай свободных краев продольных кромок (S > r). Корни уравнения (4) 

будут комплексными: 
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Функция Y имеет вид 
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где 1, 2, 3, 4 – гиперболо-тригонометрические функции 

yych  sin1  ; 

yych  cos2  ; 

yysh  cos3  ; 

yysh  sin4  . 

Нетрудно убедиться, что 2(0) = 1, 1(0) = 3(0) = 4(0) = 0. 

Постоянные С1, С2, С3, С4  определим из матричного соотношения 
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Вектор-столбец 0P  содержит обобщенные кинематические и статические факторы. 

Уравнение для определения постоянных С1, С2, С3, С4 принимает вид 
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В результате решения уравнения (8) получим 
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Вычислив первые три производные (7) с учетом (9) после подстановки в вектор 

состояния плоской задачи (6), найдем все фундаментальные ортонормированные функции 

задачи: 
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Вычисленные фундаментальные ортонормированные функции позволяют теперь, 

следуя обычному алгоритму метода граничных элементов [1], определить все параметры 

вектора состояния плоской задачи теории упругости.  
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