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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Естественное развитие исследований задач динамики и управле-
ния движением твердых тел вокруг неподвижной точки состоит в учете то-
го обстоятельства, что тела не являются абсолютно твердыми, а в некото-
ром смысле близки к указанным идеальным моделям. Необходимость ана-
лиза влияний различных неидеальностей обусловлена ростом требований к 
точности решения практических задач космонавтики, гироскопии и др. 
Влияние неидеальностей может быть выявлено на основе асимптотических 
методов нелинейной механики (сингулярных возмущений, усреднения и 
др.). 

В книге исследуются возмущенные вращательные движения твер-
дого тела относительно неподвижной точки под действием моментов сил 
различной физической природы. Рассматриваются движения, близкие к 
случаю Эйлера-Пуансо, при наличии: а) гравитационного притяжения; б) 
сопротивляющейся среды; в) полости, заполненной вязкой жидкостью; г) 
светового давления; д) подвижной массы, соединенной с телом упругой 
связи с вязким или квадратичным трением, и некоторых сочетаний ука-
занных возмущающих факторов. 

Такие задачи возникают в вопросах ориентации и стабилизации 
космических аппаратов. Возрастающие требования к точности расчетов 
движений искусственных спутников относительно центра масс, гироско-
пических систем ставят вопрос о решении задач с помощью современных 
методов теории нелинейных дифференциальных уравнений. 

Для анализа нелинейной системы уравнений движения твердого 
тела применяются методы аналитической и небесной механики, а также 
асимптотические методы нелинейной механики (сингулярных и регуляр-
ных возмущений, усреднения и др.). 

Системы уравнений движения приводятся к стандартному виду 
систем с медленными и быстрыми переменными. При необходимости, 
применяется модифицированный метод усреднения. Последующий анализ 
усредненной системы проводится при помощи качественных и аналитиче-
ских методов дифференциальных уравнений и численного интегрирова-
ния. 

Для решения задач оптимального управления математическая мо-
дель управляемых вращений квазитвердого тела строится в виде уравне-
ний Эйлера. На основе динамического программирования и неравенства 
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Шварца из системы уравнений управляемых вращений получается уравне-
ние, подлежащее интегрированию с учетом его структурных свойств.  

Переходим к изложению содержания книги. 
Введение посвящено обзору литературы по теме пособия. Также 

охарактеризовано состояние проблемы, рассматриваемой в книге, отмече-
ны основные направления исследований. 

В главе 1 рассматриваются возмущенные движения твердого тела 
относительно центра масс под действием моментов сил различной приро-
ды. В качестве невозмущенного движения рассматривается движение Эй-
лера-Пуансо. При исследовании эволюции возмущенного движения хоро-
шие результаты дает применение метода усреднения по движению Эйлера-
Пуансо. Для его использования в уравнениях движения твердого тела ну-
жно разделить все переменные на медленные и быстрые. Рассматриваются 
нелинейные системы, содержащие быструю и относительно медленную 
фазу. Применяется модифицированный метод усреднения, когда усред-
ненные по быстрой фазе медленные переменные не изменяются. Проводи-
тся процедура разделения переменных на существенно больших по мало-
му параметру интервалах времени, на которых происходит значительная 
эволюция всех переменных. 

Во второй главе исследуются быстрые вращения твердого тела 
под действием внешних и внутренних моментов сил различной природы. В 
качестве невозмущенного движения во всех задачах данной главы рассма-
тривается свободное движение Эйлера-Пуансо, влияние возмущений учи-
тывается методом усреднения по движению Эйлера-Пуансо. Рассматрива-
ются возмущения, обусловленные влиянием моментов: сил линейного со-
противления, силы тяжести, вязкой жидкости в полости тела, гравитации. 

В §1 рассматривается быстрое движение вокруг неподвижной точ-
ки несимметричного тяжелого тела в сопротивляющейся среде. Движение 
тела в этом случае состоит из движения Эйлера-Пуансо вокруг вектора ки-
нетического момента с медленно убывающими величинами кинетического 
момента и кинетической энергией, и из  движения самого вектора кинети-
ческого момента. Изменения кинетической энергии и модуля кинетическо-
го момента зависят только от сопротивления среды. Угловая скорость 
вращения вектора кинетического момента вокруг вертикали зависит от 
действия силы тяжести и силы сопротивления среды. 

В результате применения метода усреднения получается автоном-
ное уравнение для квадрата модуля эллиптических функций 2k , описыва-
ющее движение конца вектора кинетического момента G  на сфере радиу-
са G . Анализ этого уравнения позволяет найти квазистационарные дви-
жения, в которых движение в целом затухает (кинетический момент и ки-
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нетическая энергия стремятся к нулю), но характер движения тела вокруг 
вектора кинетического момента остается неизменным. 

В §2 исследуется быстрое движение вокруг неподвижной точки в 
сопротивляющейся среде несимметричного твердого тела с полостью, за-
полненной жидкостью большой вязкости. Анализ усредненных уравнений 
движения показывает, что кинетическая энергия T  и величина кинетичес-
кого момента тела G  строго убывают. Система усредненных уравнений 
для G  и квадрата модуля эллиптических функций 2k  интегрируется чис-
ленно. Проведен численный анализ скорости стремления к нулю величин 

2k  и G  при различных начальных значениях переменной 2k . Рассматри-
вается также случай осесимметричного тела. 

В §3 рассматриваются возмущенные движения спутника относи-
тельно центра масс под действием моментов сил гравитационного притя-
жения и сопротивления среды. Орбитальные движения с произвольным 
эксцентриситетом предполагаются заданными. Момент сил сопротивления 
полагается линейной функцией угловой скорости. Анализируется система, 
полученная после усреднения по движению Эйлера-Пуансо. Установлены 
эффекты убывания модуля кинетического момента и кинетической энер-
гии. Определена ориентация вектора кинетического момента в орбиталь-
ной системе координат. При этом получена система специального вида, 
для решения которой применяется модифицированный метод усреднения. 
Проведены численный анализ в общем случае  и аналитическое исследо-
вание в окрестности осевого вращения и для случая малой диссипации. 

Глава 3 посвящена исследованию возмущенных вращательных 
движений спутника относительно центра масс. Тело содержит сферичес-
кую полость, целиком заполненную сильно вязкой однородной жидкос-
тью. 

В §1 изучается вращательное движение относительно центра масс 
динамически несимметричного спутника с полостью, заполненной сильно 
вязкой жидкостью, в гравитационном поле. Применяются процедура усре-
днения по движению Эйлера-Пуансо и модифицированный метод усред-
нения. Установлен эффект убывания кинетической энергии вращательных 
движений спутника. Получено, что вектор кинетического момента G  ос-
тается величиной постоянной, направленной под постоянным углом к вер-
тикали плоскости орбиты. При этом конец вектора G  движется по сфере 
радиуса 0G  сначала против хода часовой стрелки за счет имеющейся на-
чальной кинетической энергии, а затем по ходу часовой стрелки. В этом 
случае кинетическая энергия убывает до значения, соответствующего 
устойчивому вращению спутника вокруг оси с наибольшим моментом 
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инерции. Рассмотрено движение в частном случае динамически симметри-
чного спутника. 

В §2 исследуется быстрое вращательное движение относительно 
центра масс несимметричного спутника с полостью, целиком заполненной 
вязкой жидкостью при малых числах Рейнольдса, под действием момента 
сил светового давления. Орбитальные движения вокруг Солнца с произво-
льным эксцентриситетом предполагается заданными. Рассматривается 
движение спутника в предположении, что кинетическая энергия вращения 
тела велика по сравнению с моментами возмущающихся сил. Анализируе-
тся система, полученная после усреднения по движению Эйлера-Пуансо и 
применения модифицированного метода усреднения. Установлен эффект 
убывания кинетической энергии вращательного движения спутника. 
Определена ориентация вектора кинетического момента в пространстве. 
Рассматривается предельный случай, близкий к осевому вращению спут-
ника. Изучается частный случай вращательного движения динамически 
симметричного спутника. 

В §3 исследуется вращательные движения относительно центра 
масс несимметричного спутника (планеты) со сферической полостью, за-
полненной вязкой жидкостью, под действием гравитационного и светового 
моментов. Вращательные движения рассматриваются в рамках модели ди-
намики квазитвердого тела, центр масс которого движется по эллиптичес-
кой орбите. Исследование эволюции вращений спутника проводится на 
асимптотически большом интервале времени. Получена система уравне-
ний движения, содержащая медленные и быстрые переменные. Применя-
ются процедура усреднения по движению Эйлера-Пуансо и модифициро-
ванный метод усреднения. В общем случае проведен численный анализ и 
аналитическое исследование в предельном случае вращения вокруг оси, 
соответствующей наибольшему моменту инерции. Рассмотрено движение 
в частном случае динамически симметричного спутника. 

В четвертой главе исследуется влияние  момента сил светового 
давления на вращение спутника относительно центра масс. В §1 изучается 
вращательное движение динамически несимметричного спутника с осеси-
мметричной поверхностью относительно центра масс под действием мо-
мента сил светового давления. В качестве невозмущенного движения рас-
сматривается свободное движение твердого тела, влияние возмущений 
учитывается методом усреднения по движению Эйлера-Пуансо. Показано, 
что момент сил светового давления совпадает с моментом, действующим 
на спутник в гравитационном поле, при определенных значениях главных 
центральных моментов инерции. 

В §2 с помощью метода усреднения исследуется эволюция враще-
ний трехосного спутника, близкого к динамически-сферическому, под 
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действием момента сил светового давления в случае, когда космический 
аппарат представляет собой тело вращения. При этом коэффициент моме-
нта сил светового давления аппроксимируется тригонометрическим поли-
номом произвольного порядка. Найден первый интеграл системы усред-
ненных уравнений первого приближения для углов нутации и собственно-
го вращения. В качестве примеров проводится учет нулевой и первой гар-
моник, четных и третьей гармоник при аппроксимации коэффициента мо-
мента сил светового давления. Проведен численный и качественный ана-
лиз фазовой плоскости, выявлены новые качественные эффекты вращений 
спутника. 

В главе 5 исследуются задачи оптимального по быстродействию 
торможения вращений квазитвердого тела. В §1 изучается задача оптима-
льного по быстродействию торможения вращений динамически симмет-
ричного тела со сферической полостью, целиком заполненной вязкой жид-
костью (при малых числах Рейнольдса). Кроме того, тело содержит вязко-
упругий элемент, который моделируется точечной массой, прикрепленной 
демпфером к точке на оси симметрии. Управление вращениями произво-
дится с помощью момента сил, ограниченного по модулю. Получены каче-
ственные и количественные характеристики поведения сферического угла 
θ . Определены прецессионные вращения квазитвердого тела относитель-
но оси в экваториальной плоскости. 

В §2 исследуется задача об оптимальном торможении вращений 
свободного твердого тела, несущего элементы с распределенными параме-
трами. Предполагается, что тело содержит сферическую полость, запол-
ненную жидкостью большой вязкости, и подвижную массу, соединенную с 
телом посредством упругой связи с квадратичной диссипацией. Считается, 
что в недеформированном состоянии тело динамически симметрично, а 
масса лежит на оси симметрии. Асимптотическими методами нелинейной 
механики построена математическая модель управляемых движений гиб-
ридной системы в квазистатическом приближении. Проведены анализ осе-
вого вращения для управляемого движения тела и анализ вращения тела в 
экваториальной плоскости. Показано, что вектор кинетического момента в 
связанной с недеформированным телом системе координат стремится к 
оси наибольшего момента инерции. 

В §3 аналитически и численно исследована задача синтеза опти-
мального по быстродействию торможения вращений динамически симме-
тричного твердого тела с полостью, заполненной жидкостью большой вяз-
кости, в сопротивляющейся среде. В рамках асимптотического подхода 
определены управление, время быстродействия (функция Беллмана) и 
сферический угол, установлены качественные свойства оптимального 
движения. 
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В §4 изучена задача об оптимальном по быстродействию тормо-
жении вращений симметричного тела с вязкоупругим элементом в сопро-
тивляющейся среде. Определены оптимальный закон управления для тор-
можения вращений несущего твердого тела в форме синтеза, время быст-
родействия и фазовые траектории. 

В §5 рассматривается задача оптимального по быстродействию 
торможения вращений динамически симметричного твердого тела, соеди-
ненного в точке на оси симметрии с массой относительно малых размеров 
посредством упругой связи с квадратичной диссипацией. Кроме того, на 
твердое тело действует малый тормозящий момент сил вязкого трения. Ра-
ссмотрен предельный случай вращения для управляемого движения тела, 
близкого к осевому. Получена формула, которая позволяет провести ана-
лиз изменения сферического угла θ  во времени для различных значений 
параметров системы и начальных данных. Изучено вращение тела в эква-
ториальной плоскости. Проведен численный анализ, который показал, что 
направление вектора кинетического момента G  в связанной с телом сис-
теме координат стремится к стационарному состоянию: к направлениям 
осей, соответствующих наибольшим моментам инерции. 

Глава 6 посвящена исследованию оптимального по быстродейст-
вию торможения вращений твердого тела в среде с сопротивлением. В §1 
рассматривается активное торможение вращений динамически симметри-
чного твердого тела со сферической полостью, заполненной жидкостью 
большой вязкости (при малых числах Рейнольдса). Кроме того, тело соде-
ржит вязкоупругий элемент, который моделируется точечной массой, при-
крепленной демпфером к точке на оси симметрии. На твердое тело дейст-
вует малый тормозящий момент сил линейного сопротивления среды. 

Проведен анализ осевого вращения для управляемого движения 
тела. Исследовано поведение сферического угла в малой полуокрестности 
стационарных точек * 0, / 2θ π= . Рассмотрены прецессионные вращения 
твердого тела. Проведен численный расчет, согласно которому тело снача-
ла поворачивается в сторону уменьшения сферического угла, а затем вра-
щение меняет свое направление и сферический угол достигает своего пре-
дельного значения. Численное исследование влияния сил вязкой жидкости 
в полости и момента сил, обусловленного наличием вязкоупругого элеме-
нта, показало, что характер поведения сферического угла θ  зависит от со-
отношения величин безразмерных коэффициентов, характеризующих эти 
возмущающие моменты сил, а также зависящих от характеристики управ-
ляемого движения. При существенном влиянии момента сил вязкой жид-
кости в полости происходит торможение твердого тела. Влияние момента 
сил, обусловленного наличием вязкоупругого элемента, приводит к росту 
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сферического угла до предельного значения, которое определяется самими 
безразмерными коэффициентами. При существенном влиянии момента 
сил, зависящего от вязкоупругого элемента, вращение тела затормозится, 
отклоняясь на угол 0 / 2θ π= . 

В §2 изучается оптимальная по быстродействию стабилизация 
вращений динамически симметричного твердого тела со сферической по-
лостью, заполненной жидкостью большой вязкости. Тело содержит также 
подвижную массу, прикрепленную демпфером к точке на оси симметрии 
посредством упругой связи с квадратичной диссипацией. Кроме того, на 
твердое тело действует тормозящий момент сил вязкого трения. 

Рассмотрено изменение экваториальных составляющих вектора 
угловой скорости тела p , q . Исследован характер поведения сферическо-
го угла в зависимости от величины момента сил вязкой жидкости в полос-
ти тела. При увеличении момента сил вязкой жидкости в полости убыва-
ние сферического угла до предельного значения происходит за больший 
промежуток времени при постоянном моменте торможения. В рамках аси-
мптотического подхода определены управление, время быстродействия и 
сферический угол θ , установлены качественные свойства оптимального 
движения. 

В §3 рассматривается задача оптимального по быстродействию 
торможения вращений динамически несимметричного твердого тела в 
среде с сопротивлением. Тормозящий момент сил сопротивления является 
линейным возмущением относительно угловой скорости. Ставится задача 
оптимальной стабилизации вращений, решение которой строится в точной 
постановке без предположения о малости различных параметров. Опреде-
лены управление и время быстродействия (функция Беллмана). Показано, 
что управляемое движение представляет собой движение типа Эйлера-
Пуансо с изменяющейся по времени величиной кинетического момента. 

В §4 аналитически и численно исследована задача синтеза опти-
мального по быстродействию торможения вращений динамически несим-
метричного твердого тела с полостью, заполненной жидкостью большой 
вязкости, в сопротивляющейся среде. В рамках асимптотического подхода 
определены управление, время быстродействия, эволюции квадрата моду-
ля эллиптических функций 2k , безразмерных кинетической энергии и ки-
нетического момента. Установлены качественные свойства оптимального 
движения. 

Подчеркнем, что изложение материала по главам и параграфам не-
зависимо для облегчения усвоения материала. 

Список литературы не претендует на полноту; он отражает основ-
ные интересы авторов и близок к содержанию книги. 
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Задача о возмущенном движении твердого тела относительно не-
подвижной точки является одной из самых знаменитых проблем механики. 
Интерес к ней определяется ее практическим значением для динамики 
вращательного движения космических аппаратов и прикладной теории ги-
роскопов. Эта проблема имеет также и самостоятельный теоретический 
интерес как раздел классической динамики, получивший в последние де-
сятилетия весьма быстрое развитие. 

В книге исследуются возмущенные вращательные движения спут-
ника относительно центра масс под действием моментов сил различной 
физической природы. Рассматриваются движения спутника (твердого те-
ла), близкие к случаю Эйлера−Пуансо, при наличии малых возмущающих 
моментов, обусловленных влиянием: а) гравитационного притяжения; б) 
сопротивляющейся среды; в) светового давления; г) полости, заполненной 
вязкой жидкостью, и некоторых сочетаний указанных возмущающих фак-
торов. 

Такие задачи возникают в вопросах ориентации и стабилизации 
космических аппаратов. Возрастающие требования к точности расчетов 
движений искусственных спутников относительно центра масс, гироско-
пических систем ставят вопрос о решении задач с помощью современных 
методов теории нелинейных дифференциальных уравнений. Наиболее ра-
циональным и строго обоснованным методом анализа нелинейной меха-
ники служит асимптотический метод усреднения. Реализация этого метода 
в динамике твердого тела является насущной. Анализ решений усреднен-
ных уравнений дает значительную информацию об эволюционных свойст-
вах вращающегося твердого тела. 

Исследования в указанных направлениях ведутся в течение ряда 
лет. Задачам эволюции вращательных движений спутников (твердых тел) 
посвящены работы В.В. Белецкого, В.Г. Демина, В.Н. Кошлякова, 
В.В. Румянцева, В.А. Сарычева, Ф.Л. Черноусько, Л.Д. Акуленко, 
А.И. Кобрина, Ю.Г. Мартыненко, В.В. Сазонова, В.В. Сидоренко, 
В.А. Самсонова, Г.Г. Денисова, Ю.М. Урмана, Д.Д. Лещенко, Kane T.R., 
Thomson W.T., Roberson R.E., Junkins J.L. и других. Здесь упомянуты авто-
ры лишь тех работ, к которым наиболее близка наша книга. 
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Задача о движении тяжелого твердого тела вокруг неподвижной 
точки издавна привлекает внимание механиков и математиков. Эйлер в 
1758 году впервые рассмотрел решение этой задачи для случая свободного 
тела, когда центр масс совпадает с неподвижной точкой. В 1788 году Лаг-
ранжем было исследовано движение тяжелого твердого тела в случае, ког-
да эллипсоид инерции, построенный для неподвижной точки, является эл-
липсоидом вращения, а центр масс твердого тела находится на оси симме-
трии этого эллипсоида. 

После Лагранжа исследование вращения твердого тела вокруг не-
подвижной точки продолжалось, но лишь С.В. Ковалевская нашла еще 
один случай, для которого решение может быть получено при произволь-
ных начальных условиях. Кроме того, в конце XIX века было открыто не-
сколько случаев, для которых могут быть получены частные решения ура-
внений движения. К ним относятся случаи В. Гесса, Д.К. Бобылева,  
В.А. Стеклова и другие. 

В последние десятилетия получено много новых решений задачи о 
движении твердого тела вокруг неподвижной точки. Предложены новые 
формы уравнений, развиты новые методы их исследования, и в результате 
этого число точных решения увеличилось более чем вдвое по сравнению с 
их числом в первой половине ХХ века. Основные результаты в этой облас-
ти получены Л.Н. Сретенским, П.В. Харламовым, Е.И. Харламовой и дру-
гими. 

Обзор полученных решений, их классификация и подробная биб-
лиография по данному вопросу приведена в статьях П.В. Харламова [1, 2], 
В.Г. Демина, Л.А. Степановой [3] и книгах Г.В. Горра, Л.В. Кудряшовой, 
Л.А. Степановой [4], Е.И. Харламовой, Г.В. Мозалевской [5], 
А.И. Докшевича [6], М.Е. Лесиной, Л.В. Кудряшовой [7], А.В. Борисова, 
И.С. Мамаева [8]. 

Наряду с точными решениями, для построения частных решений 
широко используются приближенные методы, в частности метод малого 
параметра Пуанкаре. Важные исследования в этом направлении проведены 
Ю.А. Архангельским, В.Г. Деминым, В.В. Козловым, ряд результатов ко-
торых изложен в монографиях Ю.А. Архангельского [9], В.В. Козлова 
[10], В.Г. Демина, Л.И. Конкиной [11]. 

В книге В.И. Арнольда, В.В. Козлова, А.И. Нейштадта [12] содер-
жится обзор методов интегрирования уравнений движения механических 
систем. В монографии Г.В. Горра, А.А. Илюхина, А.М. Ковалева, А.Я. Са-
вченко [13] изложены нелинейные методы исследования динамики, устой-
чивости, наблюдаемости и идентификации механических систем, основан-
ные на методе инвариантных соотношений и топологических методах Ко-
лмогорова-Арнольда-Мозера. 
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В книгах Г.В. Горра, А.В. Мазнева, Е.К. Щетининой [14, 15] пред-
ставлены результаты, полученные при исследовании прецессионных дви-
жений в динамике систем связанных твердых тел. Изложены современные 
результаты, полученные в задачах динамики гиростата, имеющего непод-
вижную точку. 

Основная цель нашей книги заключается в исследовании эволю-
ции возмущенного движения. При этом хорошие результаты дает приме-
нение метода усреднения [16-18]. Метод усреднения давно применялся в 
небесной механике, хотя и без надлежащего обоснования. Впервые он был 
строго сформулирован и обоснован в работах Н.М. Крылова и Н.Н. Бого-
любова (см., например, [16]). 

В настоящее время имеется много работ, посвященных обоснова-
нию и приложениям асимптотических методов. Изложение этих методов, а 
также подробная библиография по данному вопросу содержится в книгах 
Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольского [16], В.М. Волосова и 
Б.И. Моргунова [17], Ю.А. Митропольского [18], Н.Н. Моисеева [19], 
В.Ф. Журавлева, Д.М. Климова [20], Е.А. Гребеникова [21], В.И. Арноль-
да, В.В. Козлова, А.И. Нейштадта [12, 22, 23]. 

Впервые методика усреднения была применена к исследованию 
возмущенных движений спутника относительно центра масс в работах 
В.В. Белецкого [24, 25] и Ф.Л. Черноусько [26]. В [24, 25] рассматривался 
осесимметричный спутник. В работе [26] построена процедура усреднения 
для спутника с произвольным трехосным эллипсоидом инерции, то есть по 
движению Эйлера-Пуансо в общем случае. Кроме того, в статье 
Ф.Л.Черноусько [26] проведено усреднение для трехосного спутника с 
близкими моментами инерции. В этих случаях движение спутника склады-
вается из движения Эйлера-Пуансо вокруг вектора кинетического момента 
и движения самого вектора кинетического момента. 

Остановимся кратко на работах, посвященных исследованию воз-
мущенных движений твердого тела относительно центра масс. Моногра-
фия В.В. Белецкого [25] посвящена описанию методов исследования и ос-
новных эффектов движения искусственного спутника относительно центра 
масс под действием гравитационных, магнитных, аэродинамических мо-
ментов и моментов сил светового давления. В обзорной статье этого же 
автора [27] подведен итог ряда работ, посвященных исследованию быст-
рых вращений тел. В книге В.В. Белецкого [28] изложена теория относите-
льного движения спутника в гравитационном поле. Основное внимание 
уделено нелинейным резонансным эффектам. Эффекты движения спутни-
ка, описанные В.В. Белецким в [25] и Ф.Л. Черноусько в [26], были также 
исследованы в работе Holland R.L., Sperling H.J.[29]. 
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В.В. Белецкий, А.М. Яншин в [30] исследовали влияние аэродина-
мических сил на вращательное движение искусственных спутников прос-
той и сложной формы. Книга В.В. Белецкого, А.А. Хентова [31] посвящена 
проблеме теоретического объяснения закономерностей эволюционного 
формирования структуры орбитально-вращательных синхронизмов ряда 
больших тел Солнечной системы. Учитываются основные факторы: грави-
тационные и магнитные моменты, приливные эффекты, вековая эволюция 
орбиты. 

В монографии В.В. Белецкого [32] рассмотрены модельные задачи 
динамики твердых тел применительно к небесным и земным телам. Боль-
шое внимание уделено сочетанию регулярности и хаотичности движения. 
С этой точки зрения описываются проблемы ориентации и стабилизации 
искусственных и естественных небесных тел. Работа Нам Тум По [33] пос-
вящена изучению воздействия на вращательное движение спутников раз-
личной формы тормозящих аэродинамических моментов. В статье 
Л.И. Федоровой [34] исследованы эффекты, связанные с возмущенным 
движением несимметричного ИСЗ относительно центра масс под действи-
ем сил аэродинамической диссипации. В работе В.В. Белецкого, 
А.В. Грушевского [35] изучена эволюция вращения спутника с использо-
ванием полной формулы диссипативного аэродинамического момента. 

Основные направления исследований движения космических ап-
паратов и моделирования внешних сил, действующих на спутники, подро-
бно освещены в обзорах В.М. Морозова [36], В.А. Сарычева [37], 
Shrivastava S.K., Modi V.J. [38]. 

Анализу резонансных эффектов при исследовании вращательного 
движения спутника с неравными моментами инерции в гравитационном 
поле посвящена статья А.П. Торжевского [39]. В работе [40] (Hitzl D.L., 
Breakwell J.V.) исследуются нерезонансные и резонансные возмущенные 
вращения трехосного спутника в гравитационном поле. 

Среди систем стабилизации искусственных спутников с помощью 
моментов внешних сил наибольшее распространение получили системы 
гравитационной стабилизации. Первая модель гравитационной стабилиза-
ции искусственных спутников и исследование динамики этой системы 
приведены в работах Д.Е. Охоцимского и В.А. Сарычева [41, 42]. Подроб-
ные сведения о системах гравитационной стабилизации можно найти в об-
зорах [36, 43]. 

В статье В.А. Сарычева [44] представлен обзор проблем и работ, 
связанных с разработкой пассивных систем ориентации спутника. Библио-
графия многих российских и зарубежных исследований по пассивным сис-
темам ориентации спутников и космических аппаратов представлена так-
же в книгах [45 – 50]. В работе Д.Е. Охоцимского, Т.М. Энеева, Э.Л. Аки-
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ма, В.А. Сарычева [51] дан обзор основных результатов, полученных в 
прикладной небесной механике и управлении движением космических ап-
паратов. 

Модель спутника, движущегося в центральном гравитационном 
поле под действием момента сил аэродинамического сопротивления исс-
ледуется в работе Ю.А. Пупышева [52]. Автор рассматривает движение 
динамически несимметричного твердого тела, имеющего близкие моменты 
инерции. Вопросу эволюции быстрого вращения спутника под действием 
гравитационного и аэродинамического моментов посвящена статья 
Е.Ю.Кузнецовой, В.В. Сазонова и С.Ю. Чебукова [53].  

В работе Вас.В. Сазонова, В.В. Сазонова [54] предложена матема-
тическая модель вращательного движения спутника Фотон. Модель осно-
вана на динамических уравнениях Эйлера движения твердого тела и учи-
тывает действие на спутник четырех внешних механических моментов: 
гравитационного, восстанавливающего аэродинамического, момента с по-
стоянными компонентами в связанной со спутником системе координат и 
момента, возникающего при взаимодействии магнитного поля Земли с 
собственным магнитным моментом спутника. Для расчета аэродинамичес-
кого момента использована специальная геометрическая модель внешней 
оболочки спутника. 

В статье А.И. Масловой, А.В. Пироженко [55] рассмотрены воп-
росы моделирования моментов аэродинамических сил, действующих на 
спутник с гравитационной системой стабилизации. 

В последнее время достигнут значительный прогресс в развитии 
гироскопической теории и техники. Наиболее подробно эти результаты 
отражены в книгах А.Ю. Ишлинского [56] и К. Магнуса [57]. В начале се-
мидесятых годов к исследованию динамики гироскопа стали применять 
метод усреднения (см., например, [27]). В работе Д.М. Климова, Г.Н. Кос-
модемьянской, Ф.Л. Черноусько [58] исследовано быстрое движение вок-
руг неподвижной точки тяжелого твердого тела или эквивалентное ему 
движение гироскопа с неконтактным подвесом. С помощью метода усред-
нения Ю.Г. Мартыненко в [59] продолжил исследования движений разли-
чных видов гироскопов с неконтактными подвесами. В его книге изложе-
ны вопросы теории движения проводящего твердого тела в электрических 
и магнитных полях. 

Анализу прецессионных движений твердого тела с неподвижной 
точкой под действием моментов, имеющих силовую функцию, посвящены 
работы Г.Г. Денисова, Ю.М. Урмана [60-62]. В статьях Л.Д. Акуленко, 
Д.Д. Лещенко, Ф.Л. Черноусько, А.Л. Рачинской [276 – 279] рассматривае-
тся быстрое движение вокруг неподвижной точки несимметричного тяже-
лого твердого тела в сопротивляющейся среде. Движение тела состоит из 
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движения Эйлера-Пуансо вокруг вектора кинетического момента с мед-
ленно убывающими величинами кинетического момента и кинетической 
энергии, и из движения самого вектора кинетического момента. Изменение 
кинетической энергии и модуля кинетического момента зависят только от 
сопротивления среды. Угловая скорость вращения вектора кинетического 
момента зависит от действия силы тяжести и силы сопротивления среды. 
В результате применения метода усреднения получается автономное урав-
нение для квадрата модуля эллиптических функций 2k , описывающее 
движение конца вектора кинетического момента G  на сфере радиуса G . 
Анализ этого уравнения позволяет найти квазистационарные движения, в 
которых движение в целом затухает (кинетический момент и кинетическая 
энергия стремятся к нулю), но характер движения тела вокруг вектора ки-
нетического момента остается неизменным.  

Исследуется быстрое вращательное движение относительно 
центра масс динамически несимметричного спутника под действием гра-
витационного момента в среде с сопротивлением. Орбитальные движения 
с произвольным эксцентриситетом предполагаются заданными. Момент 
сил сопротивления полагается линейной функцией  угловой скорости. 
Анализируется система полученная после усреднения по движению Эйле-
ра-Пуансо. Рассмотрено движение в частном случае динамически симмет-
ричного спутника.  

Движение гироскопов с неконтактным подвесом под действием 
неконсервативных моментов рассматривалось Г.Г. Денисовым, 
В.Н. Комаровым в статье [63]. 

Наряду с этим, известны работы, в которых изучались частные 
случаи интегрирования уравнений движения гироскопа в сопротивляю-
щейся среде [8, 57, 64 – 77]. 

В статьях А.И. Нейштадта, М.Л, Пивоварова [78 – 81] рассматри-
вается задача об эволюции вращений спутника под действием возмущаю-
щего момента, постоянного в связанных осях. Эта задача возникает, на-
пример, при учете травления в газореактивной системе ориентации косми-
ческих аппаратов. Исследуется движение около центра масс несимметрич-
ного твердого тела, на которое действуют два малых возмущающих моме-
нта: постоянный в связанных с телом осях и линейный диссипативный, 
постоянный и содержащий слагаемые, квадратично зависимые от угловой 
скорости. 

Ряд задач о движении гироскопа с самовозбуждением – свободно-
го твердого тела, на которое действует момент, известный в системе коор-
динат, связанной с телом, рассмотрен ранее в [57, 72, 82 – 85]. 
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В работах Van der Ha J.C. [86], KaneT.R., Levinson D.A. [87], 
Tsiotras P., Longuski J.M., Ayobi M.A. [88, 89] получены аналитические 
приближенные решения задачи о движении твердого тела, близкого к си-
мметричному, или тела с произвольными инерционными характеристика-
ми, подверженных воздействию постоянного в связанных осях момента. 
Полученные решения используются при изучении динамики KA Galileo, 
спутников GEOS-1, HIPPARCOS. 

В работах А.В. Медведева [90] и В.А. Курякова [91] рассмотрены 
задачи о движении динамически симметричного твердого тела вокруг не-
подвижной точки под действием постоянного момента в связанных осях и 
диссипативного, состоящего из суммы линейных и квадратичных состав-
ляющих угловой скорости. Исследовано движение тяжелого твердого тела 
с трехосным эллипсоидом инерции в среде с квадратичным по отношению 
к угловой скорости сопротивлением. В статье С.Ф. Кудина, Ю.Г. Марты-
ненко [92] изучается движение относительно центра масс симметричного 
твердого тела при наличии сопротивления среды и активного вращающего 
момента, обеспечивающего постоянство угловой скорости вращения рото-
ра. 

В работе Г.Г. Денисова [93] исследуется устойчивость тела, вра-
щающего вокруг центра масс в линейно сопротивляющейся среде при на-
личии момента, направленного вдоль одной из главных его осей, и устой-
чивость по части переменных при вращении в режиме выбега с примене-
нием функции Ляпунова. 

Б.Я. Локшин, В.А. Привалов, В.Н. Рубановский, В.А. Самсонов в 
[94, 95] и М.В. Шамолин в [96] исследовали квазистационарные модели 
воздействия среды на тело, плоскопараллельное и пространственное дви-
жение в сопротивляющейся среде, движение осесимметричных тел с непо-
движной точкой в потоке среды. 

В [97] (Kane T.R.) проинтегрированы уравнения Эйлера симмет-
ричного гиростата, рассматриваемого в виде твердого тела с расположен-
ным внутри него симметричным ротором, с учетом внешних диссипатив-
ных моментов. 

В статье В.Е. Пузырева, А.С. Суйкова [98] рассмотрена задача о 
движении несимметричного твердого тела относительно центра масс в со-
противляющейся среде. Дается качественное описание фазовых траекто-
рий, приводятся их некоторые характеристики и количественные оценки. 

В работе Г.А. Леонова, А.В. Морозова [99] получены условия гло-
бальной асимптотической устойчивости в целом стационарных вращений 
несимметричного твердого тела вокруг центра масс в поле постоянного 
внешнего и диссипативного моментов. В [100] (D.J. McGill and L.S. Long) 
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исследуется влияние вязкого трения на устойчивость по Ляпунову враще-
ния твердого тела вокруг неподвижной точки. 

В статье А.М. Кривцова [101] рассматривается свободное враща-
тельное движение твердого тела под действием линейного вязкого момен-
та. Работа Е.А. Ивановой [102] посвящена построению точного решения 
задачи о свободном вращении осесимметричного твердого тела с учетом 
момента вязкого трения, линейно зависящего от угловой скорости тела. 
Решение представлено в форме экспоненциальных рядов. В статье К.Г. 
Тронина [103] исследована эволюция вращения твердого тела под дейст-
вием суммы постоянного и диссипативного возмущающих моментов (см. 
также [80]). В предположении малости возмущающих моментов при по-
мощи численных методов в дополнение к полученному в [80] показано, 
что твердое тело асимптотически стремится к вращению вокруг оси наи-
большего либо вокруг оси наименьшего момента инерции. В работе [104] 
(Ge Z.M. and Wu M.N.) рассматривается устойчивость изменяющихся по 
времени решений неавтономных нелинейных систем. Исследуются неко-
торые случаи вращения твердого тела, близкие к случаю Эйлера, с различ-
ными демпфирующими моментами. 

В статье А.А. Бурова, А.В. Карапетяна [105] исследуется задача о 
движении твердого тела в потоке частиц вокруг неподвижной точки, кото-
рая, как известно, носит существенно неконсервативный характер. Оказа-
лось, что динамика тела в данной задаче при определенных предположе-
ниях может быть описана системой уравнений Гамильтона.  

Движение уравновешенного тела переменной массы в среде с соп-
ротивлением рассматривалось в работе В.П. Марченко, В.М. Поджио 
[106]. В статье [107] (Тюреходжаев А.Н., Берсугер М.А.) приводится ре-
шение задачи о движении гироскопа с переменными моментами инерции в 
сопротивляющейся среде. 

В ряде случаев учет сопротивления среды, а также аэродинамиче-
ских сил требуется при изучении искусственных спутников и космических 
кораблей [108, 109]. 

Задача исследования вращательного движения космического ап-
парата под действием момента сил светового давления является одним из 
важных разделов динамики вращательного движения твердого тела отно-
сительно центра масс. Вначале изучались спутники и КА, оснащенные 
протяженными солнечными батареями или отражающими антеннами. За-
тем появилась задача об управлении ориентацией с помощью сил светово-
го давления. Литературу по этим вопросам можно найти в обзоре В.А. Са-
рычева [37], книгах Е.Н. Поляховой [110, 111], В.И. Попова [112], 
Л.И. Каргу [113]. 
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В монографии В.В. Белецкого [25] исследовано вращение динами-
чески симметричного спутника на гелиоцентрической орбите под действи-
ем момента сил светового давления. В работах [114, 115] А.А. Карымовым 
получены интегральные характеристики силового воздействия светового 
потока на корпус летательного аппарата, а также приведены формулы для 
момента сил светового давления, действующего на тело, ограниченное по-
верхностью вращения. 

В статьях Л.Д. Акуленко, Д.Д. Лещенко, А.С. Шамаева [280-282] 
исследуется вращательное движение динамически несимметричного спут-
ника с осесимметричной поверхностью относительно центра масс под дей-
ствием момента сил светового давления. В качестве невозмущенного дви-
жения рассматривается свободное движение тела, влияние возмущений 
учитывается методом усреднения по движению Эйлера-Пуансо. Показано, 
что момент сил светового давления совпадает с моментом, действующим 
на спутник в гравитационном поле, при определенных значениях главных 
центральных моментов инерции. С помощью метода усреднения исследуе-
тся эволюция вращений трехосного спутника, близкого к динамически-
сферическому, под действием момента сил светового давления в случае, 
когда космический аппарат представляет собой тело вращения. При этом 
коэффициент момента сил светового давления аппроксимируется триго-
нометрическими полиномами произвольного порядка. Найден первый ин-
теграл системы усредненных уравнений первого приближения для углов 
нутации и собственного вращения. В качестве примеров проводится учет 
нулевой и первой гармоник, четных и третьей гармоник при аппроксима-
ции коэффициента момента сил светового давления. Проведен численный 
и качественный анализ фазовой плоскости, выявлены новые качественные 
эффекты вращений спутника. 

В работах [283, 284] (Л.Д. Акуленко, Д.Д. Лещенко, С.Г. Суксова, 
И.А. Тимошенко) исследуется эволюция вращений спутника Солнца, дви-
жущегося по эллиптической орбите с произвольным эксцентриситетом под 
действием моментов сил гравитации и светового давления. Тело предпола-
гается динамически несимметричным или близким к динамически-
сферическому, а его поверхность является поверхностью вращения. 

В статьях Я.С. Зинкевич, Д.Д, Лещенко, А.Л. Рачинской [285, 286] 
рассматривается движение динамически несимметричного спутника отно-
сительно центра масс под действием гравитационного и светового момен-
тов в среде с сопротивлением. 

Можно выделить основные направления исследований влияния 
светового давления на вращательные движения небесных объектов, выпо-
лненных в последние 20 лет. Первое направление − анализ использования 
светового давления для ориентации КА. В конце 80-ых годов в СССР ве-
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лась работа по астрометрическому проекту «Регата-Астро», в рамках кото-
рого предполагалось запустить на гелиоцентрическую орбиту КА, ориен-
тированный на Солнце давлением солнечного излучения. Различные воп-
росы динамики такого КА рассматривались в статьях В.В. Белецкого, 
А.В. Грушевского, Е.Л. Старостина [116], В.В. Сидоренко [117], А.Ю. Ко-
гана, Т.С. Кирсановой [118]. 

Второе направление − влияние светового давления на вращатель-
но-поступательное движение астероидов. С начала 90-ых годов с все бо-
льшей интенсивностью обсуждается опасность соударения Земли с асте-
роидом. Предсказание подобных явлений требует построения точных тео-
рий движения астероидов. В световом потоке сложная геометрия реальных 
астероидов приводит к появлению возмущающих моментов, изменяющих 
ориентацию оси вращения и, в итоге, величину суммарной силы светового 
давления, возмущающей орбитальное движение. В качестве примера исс-
ледований такого рода отметим работы М.М. Комарова, В.В. Сазонова 
[119, 120], D. Vokrouhlickyand A. Milani [121]. 

Последнее направление − изучение эффекта Ярковского. Солнеч-
ный свет, падающий на какой-либо объект, нагревает его и затем переиз-
лучается в виде теплового излучения. В результате возникают возмущаю-
щие силы и моменты. Основное внимание в статьях по эффекту Ярковско-
го уделялось вековым изменениям параметров этого движения. Тем не ме-
нее влияние на движение относительно центра масс тоже рассматривалось 
в статье Rubincam D.P.[122]. 

Особенности влияния светового давления на режим ориентации и 
стабилизации КА с солнечными парусами или отражающими панелями 
изучаются в книге Л.А. Васильева [123], а некоторые динамические зада-
чи, изложенные в книге В.В. Белецкого, А.М. Яншина [30], могут быть ис-
пользованы при исследовании потока света на вращательное движение те-
ла в космическом пространстве. 

В статьях В.Н. Лихачева, Вас.В. Сазонова, В.В. Сазонова, А.И. 
Ульяшина [124, 125] исследуется эволюция орбиты искусственного спут-
ника Земли с солнечным парусом. Сравниваются два способа вычисления 
главного вектора и главного момента сил светового давления, действую-
щих на КА с составным солнечным парусом. Первый способ основан на 
аналитических формулах, полученных без учета затенения одних частей 
паруса другими. Второй способ использует геометрическую модель пару-
са, которая позволяет учесть такое затенение. Установлена область изме-
нения параметров ориентации паруса относительно падающих на него со-
лнечных лучей, в которой первый способ оказывается достаточно точным. 

В работах A.I. Neishtadt, D.J. Sheeres, V.V. Sidorenko, P.J. Stooke, 
A.A. Vasiliev and S.M. Byram [126, 127] получены эволюционные уравне-
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ния, которые описывают эффект вращения ядра кометы. Уравнения дви-
жения усредняются по невозмущенному движению Эйлера-Пуансо и по 
орбитальному движению кометы. Определены параметры, которые уста-
навливают качественные свойства вращательной эволюции ядра кометы. 
Исследуется вращательная эволюция ядер комет Галлея и Борелли. 

Рассмотрим влияние моментов сил внутренней диссипации на 
движение твердого тела. Задачи динамики тел с полостями, содержащими 
жидкость, относятся к числу классических задач механики. Фундамента-
льное исследование движения твердого тела, имеющего полости, запол-
ненные однородной идеальной жидкостью, в общей постановке было про-
ведено Н.Е. Жуковским в 1885 году [128]. 

Большой интерес к задачам о движении твердых тел с полостями, 
содержащими жидкость, снова возник в наше время в связи с развитием 
ракетной и космической техники. Изложение результатов по динамике и 
устойчивости движения тела с полостями, содержащими жидкость, дано в 
книгах Н.Н. Моисеева, В.В. Румянцева [129], Г.Н. Микишева, Б.И. Раби-
новича [130], Г.С. Нариманова, Л.В. Докучаева, И.А.Луковского [131]. В 
обзорных статьях [132, 133] приведены постановка задачи теории устой-
чивости и колебаний твердых тел с полостями, заполненными жидкостью, 
рассмотрены различные формы уравнений движения, их первые интегра-
лы, дано систематическое изложение результатов исследования движения 
гиростатов. 

Задачи динамики твердого тела с полостями, содержащими вяз-
кую жидкость, представляют значительно большие трудности, чем в слу-
чае идеальной жидкости. Важный вклад в решение этих задач внесла мо-
нография Ф.Л.Черноусько [134]. В ней показано, что решение задач дина-
мики тела с вязкой жидкостью при некоторых предположениях разбивает-
ся на две части: гидродинамическую и динамическую, что позволяет су-
щественно упростить исходную задачу. В первой главе книги [134] и в 
статье [135], результаты которых используются в нашей работе, рассмат-
ривается движение твердого тела с полостью, заполненной жидкостью бо-
льшой вязкости (при малых числах Рейнольдса). В них построена система 
обыкновенных дифференциальных уравнений приближенно описывающая 
движение твердого тела с жидкостью вне начального интервала времени, 
когда течение в полости существенно нестационарно. Влияние жидкости 
на движение тела характеризуется тензором P , который определяется то-
лько формой полости. В качестве примера рассмотрена задача о простран-
ственном движении свободного твердого тела с полостью, заполненной 
вязкой жидкостью. 

В работах А.И. Кобрина [136, 137] методом пограничного слоя ис-
следован начальный участок движения тела с полостью, содержащий жид-
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кость большой вязкости, и указаны начальные условия для предложенной 
в [134, 135] системы уравнений. Исследуется движение управляемого тела, 
имеющего полость, заполненную вязкой жидкостью.  

Статья Е.П. Смирновой [138] посвящена изучению стабилизиру-
ющего влияния вязкой жидкости в полости на вращение волчка вокруг за-
данной оси. В ней на основе уравнений, полученных Ф.Л. Черноусько, 
найдено характерное время стабилизации и наилучшая ориентация полос-
ти относительно твердого тела. Рассмотрен случай произвольного тензора 
P . В [139] (Осипов В.З., Суликашвили Р.С.) исследуются колебания на 
эллиптической орбите твердого тела со сферической полостью, целиком 
заполненной вязкой жидкостью, при малых числах Рейнольдса. В работах 
Л.Д. Акуленко, Д.Д. Лещенко, С.Г. Суксовой [287, 288] рассмотрено быст-
рое движение вокруг неподвижной точки в сопротивляющейся среде не-
симметричного тяжелого твердого тела с полостью, заполненной вязкой 
жидкостью при малых числах Рейнольдса. Исследовано движение вокруг 
центра масс близкого к динамически симметричному твердого тела со 
сферической полостью, заполненной жидкостью большой вязкости, в соп-
ротивляющейся среде. В статье Б.П. Иващенко [140] рассматривается воз-
можность демпфирования нутационных колебаний при помощи вязкой 
жидкости, заполняющей полости на роторе или на рамках гироскопа. 

В [141] (Пивоваров М.Л.) изучается вращение спутника с посто-
янным магнитом в плоскости полярной эллиптической орбиты. Исследует-
ся демпфирование с помощью вязкой жидкости, целиком заполняющей 
полость произвольной формы при малых числах Рейнольдса. В работах 
В.Г. Вильке, А.В. Шатиной [142, 143] асимптотическим методом изучается 
движение по инерции волчка и вращательное движение симметричного 
спутника со сферической полостью, заполненной вязкой жидкостью. В 
[144] (Сидоренко В.В.) исследуются вековые эффекты во вращательном 
движении планеты, обусловленные диссипацией энергии в веществе ядра. 
Предполагается, следуя [134], что влияние жидкого ядра эквивалентно 
действию на «замороженную» планету неконсервативного момента специ-
ального вида. В статьях Л.Д. Акуленко, Я.С. Зинкевич, Д.Д. Лещенко, А.Л. 
Рачинской [289-291, 324] исследуются быстрые вращательные движения 
относительно центра масс динамически несимметричного спутника с по-
лостью, целиком заполненной жидкостью большой вязкости под действи-
ем гравитационного и светового моментов. В статье С.В. Богатырева [145] 
с помощью метода интегральных многообразий рассматривается задача о 
движении твердого тела с полостью, заполненной вязкой жидкостью. 

В работах В.С. Асланова, А.В. Дорошина [146, 147] рассматрива-
ются два случая движения неуравновешенного гиростата: тяжелого дина-
мически симметричного гиростата с произвольным внутренним моментом 
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взаимодействия и свободного гиростата при наличии внутреннего момента 
специального вида. Исследуется прецессионное движение неуравнове-
шенного гиростата переменного состава при действии диссипативных раз-
гоняющих внешних и внутренних моментов, зависящих от угловых скоро-
стей тел (носителя и ротора). В работах А.В. Алексеева, А.В. Дорошина 
[148, 149] рассматривается пространственное движение вокруг центра 
масс спутника – гиростата с полостью, содержащей жидкость, при малых 
числах Рейнольдса. Математическая модель движения гиростата, содер-
жащего полость с жидкостью, приводится к модели гиростата с вязким 
трением между телом-носителем и роторами и к модели твердого тела, со-
держащего сферический демпфер. 

В статье С.Н. Судакова [150] исследована задача о движении по 
инерции вокруг центра масс твердого тела с эллипсоидальной полостью, 
целиком заполненной несжимаемой жидкостью, вязкость которой равна 
нулю на границе и возрастает к центру полости по специальному закону. 

Ряд работ посвящен исследованию движения твердого тела с под-
вижными внутренними массами, с упругими и диссипативными элемента-
ми. Обзор работ по механике систем связанных тел, главным образом за 
1977-1981 гг., представлен в [151]. Обзор работ по нелинейной динамике 
упругого КА или ИСЗ с деформируемыми элементами, опубликованных 
до начала 1980 года, дан в [152]. Работы этого направления описаны также 
в обзорах по динамике КА [36, 37, 153,154]. 

Необходимость рассмотрения системы тел возникла в бурно раз-
вивающейся с конца пятидесятых – начала шестидесятых годов XX века 
области – динамике спутников. С одной стороны, это работы, связанные с 
исследованием спутников – твердых тел и спутников – гиростатов. С дру-
гой – работы, в которых учитываются упругие свойства спутников и их 
элементов. Ряд задач в указанных областях и обширная библиография по 
этим вопросам представлены в монографии Л.К. Лилова [155]. 

В книге А.И. Лурье [156] выводятся уравнения движения твердой 
оболочки с колеблющимися точечными массами. В статье [157]  
(Roberson R.E.) рассматриваются воздействующие на спутник возмущаю-
щие моменты, которые образуются за счет движения находящихся внутри 
спутника тел. Работа [158] (Haseltine W.R.) посвящена исследованию дем-
пфирования нутационного движения вращающегося ИСЗ с помощью вну-
треннего пассивного устройства. В работах [159, 160] (Thomson W.T., Co-
lombo G.) изучается влияние внутренней упругости и диссипации на дви-
жение спутника относительно центра масс. В монографии Б.В. Раушен-
баха, Е.Н. Токаря [161] составлены уравнения углового движения носителя 
космического корабля, несущего подвижные массы. 
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В космическом полете иногда возникает необходимость подавить 
беспорядочное вращение носителя космического корабля, возникающее по 
каким-либо причинам. С этой целью используют относительные переме-
щения подвижных масс (А.М. Летов [162], В.В. Крементуло, Н.М. Качу-
рина [163, 164], Б.Г. Кунсив, М.Х. Каплен [165], В.В. Кравец [166],  
Н.В. Панкова, В.Н. Рубановский [167]). 

В работах Ф.Л. Черноусько, А.С. Шамаева [168-172] рассмотрены 
некоторые случаи движения твердого тела, содержащего подвижные внут-
ренние массы. Исследована общая задача динамики твердого тела, имею-
щего внутренние степени свободы: линейные упругие и диссипативные 
элементы. Изучено движение твердого тела, содержащего массу сплошной 
вязкоупругой среды. Рассмотрена асимптотика сингулярных возмущений в 
задаче динамики твердого тела с упругими и диссипативными элементами. 

В статьях Л.Д. Акуленко, Д.Д. Лещенко, С.Н. Саллама [292-294] 
исследуется движение несимметричного твердого тела вокруг центра ине-
рции, к которому в точке, расположенной на одной из главных осей инер-
ции, прикреплена при помощи упругой связи с вязким трением подвижная 
точечная масса. Рассматривается движение твердого тела, к которому в 
точке, неподвижно связанной с телом, прикреплена при помощи упругой 
связи с квадратичным трением подвижная масса. Изучается движение ди-
намические симметричного твердого тела со сферической полостью, запо-
лненной жидкостью большой вязкости, и несущего подвижную массу, 
прикрепленную при помощи упругой связи с вязким или квадратичным 
трением на оси симметрии. 

В работах [295, 296] (Л.Д. Акуленко, Т.А. Кушпиль, Д.Д. Лещен-
ко, И.А. Тимошенко) рассматривается движение вокруг центра инерции 
близкого к динамически сферическому твердого тела, содержащего вязко-
упругий элемент. 

В монографии В.В. Крементуло [173] исследованы проблемы оп-
тимальной стабилизации положений равновесия и перманентных враще-
ний свободного и несвободного твердого тела при помощи управляемых 
вращающихся масс (маховиков, гироскопов). В книге В.В. Стрыгина, 
В.А. Соболева [174] изучается динамика твердого тела, несущего гироскоп 
и подвижные элементы. В работе В.А. Гробова [175] определяются коле-
бания упругого тела или точечной массы, упруго связанных с вращающи-
мся твердым телом. В работе Kane T.R., Levinson D.A. [176] изучается 
устойчивость, неустойчивость и установившиеся движения КА, стабили-
зируемого вращением, содержащего внутри точечную массу, закреплен-
ную пружиной и связанную с вязким демпфером. В статье Cloutier G.J. 
[177] рассматривается движение по инерции свободной механической сис-
темы, состоящей из динамически симметричного твердого тела и упруго 
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связанной с ним точечной массы, движущейся в плоскости, перпендикуля-
рной оси симметрии тела.  

Эффекты движения подвижных управляемых масс на вращения 
космического корабля изучались рядом авторов (см., например, [178 – 
181]). 

В работах [182, 183] рассматривается движение КА с ротором, при 
наличии подвода энергии, обусловленного сохранением относительной 
угловой скорости вращения ротора, и рассеяния энергии вследствие рабо-
ты демпфера нутации, состоящего из точечной массы с пружиной. Выве-
дены необходимые и достаточные условия устойчивости для симметрич-
ных ракет с осевой тягой и диссипативным движением внутренних масс. 

В статье М. Райан, П.М. Бейнам [184] при помощи численных и 
аналитических методов исследовано влияние гравитационных моментов 
на динамику вращения спутника, состоящего из твердого центрального те-
ла и жестких выдвигающихся телескопических стержней. В работе В.В. 
Ананьева [185] изучается множество критических значений отображения 
первых интегралов − энергии и кинетического момента для задачи о дви-
жении твердого тела и упруго связанной с ним массы в линейном поле сил. 
Некоторые качественные аспекты задачи о движении вокруг неподвижной 
точки твердого тела с подвижной массой исследовались в [186] (Month 
L.A., Rand R.H.). 

В работе Г.Р. Салимова [187] получены уравнения движения кос-
мического корабля с учетом передвижения космонавта внутри или на по-
верхности корабля. В статье А.А. Бурова [188] исследуется движение сис-
темы «тело + грузик» в приближении упругой квазистатики, при котором 
предполагается, что в каждый момент времени грузик находится в равно-
весии относительно тела под действием потенциальных сил и сил инерции, 
обусловленных переносным движением. В работе Н.Н. Лосевой [189] об-
суждается влияние движения точечной массы, совершающей колебания 
вдоль главной оси инерции тяжелого твердого тела, имеющего неподвиж-
ную точку, на устойчивость равномерных вращений тела вокруг этой оси. 
В [190, 191] (Christov O.V.) рассматривается твердое тело с одной закреп-
ленной точкой, в котором вдоль прямолинейного желоба, проходящего че-
рез эту точку, совершает колебания прикрепленная к пружине точка с за-
данной массой. Исследуется устойчивость стационарных движений, когда 
тело равномерно вращается вокруг неподвижной оси, а материальная точ-
ка находится в состоянии относительного равновесия. Рассматривается 
интегрируемый случай системы, состоящий из твердого тела с внутренней 
массой, двигающейся вдоль фиксированной линии в теле. Тело предпола-
гается свободным и динамически несимметричным, а точка двигается 
вдоль оси симметрии под действием силы Гука к неподвижной точке.  
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В статье [192] (YehiaH.M.) исследуется более общий интегрируемый слу-
чай, в котором точка движется вдоль оси динамической симметрии под 
действием произвольной консервативной силы, зависящей только от расс-
тояния до неподвижной точки. В работе [193] (Coppola V.T.) метод усред-
нения применен для нелинейной системы уравнений Эйлера, описываю-
щей вращательное движение. В качестве примеров предложенной методи-
ки рассматриваются воздействия внутренних подвижных частей, реактив-
ных моментов и управления с обратной связью на движение тела. 

Вопросы динамики и устойчивости твердого тела, содержащего 
упругие и диссипативные элементы, рассматривались в статье В.М. Моро-
зова, В.Н. Рубановского, В.В. Румянцева, В.А. Самсонова [194], в книгах 
Р.Ф. Ганиева, В.О. Кононенко [195], В.Г. Веретенникова, И.И. Карпова, 
Ю.Г. Маркова [196]. В монографии Р.Ф. Ганиева, П.С. Ковальчука [197] 
исследованы резонансные колебания твердых тел, твердых деформируе-
мых тел и тел с жидкостью, обусловленные внешними периодическими и 
почти периодическими возмущениями. В книге Р.Ф. Ганиева, 
А.Е. Закржевского [198] изложены методы построения программных дви-
жений управляемых объектов современной техники с учетом упругости их 
конструкции. В работе А.Я. Савченко, И.А. Болграбской, Г.А. Кононыхина 
[199] изучено влияние упругих свойств элементов системы тел на устой-
чивость равномерных вращений, регулярных прецессий и других движе-
ний систем связанных твердых тел. В монографии Л.В. Докучаева [200] 
рассмотрены вопросы движения летательных аппаратов при значительных 
углах поворота, когда деформируемые элементы типа стержней, пластин 
или жидких масс под действием массовых сил совершают колебательные 
перемещения. В книге В.Г. Вильке [143] исследованы стационарные дви-
жения механических систем с упругими элементами и их устойчивость. В 
монографии М.К. Набиуллина [201] исследована динамика составных ор-
битальных космических систем, состоящих из жестких и упругих дефор-
мируемых тел. В книге [202] (Н.В. Баничук, И.И. Карпов, Д.М. Климов и 
др.) изложены методы анализа механического поведения больших косми-
ческих конструкций. Рассмотрены вопросы движения упругих космичес-
ких конструкций относительно центра масс под действием моментов сил 
гравитационного поля. В работе Ю.Г. Маркова, И.С. Миняева [203] иссле-
дуется переходные процессы, связанные с колебаниями упругого спутника 
при движения относительно центра масс под действием управляющего 
момента. В статье Ю.Г. Мартыненко, В.В. Подалкова [204] найдены коли-
чественные оценки переходного процесса, приводящего вязкоупругое тве-
рдое тело шаровой формы в неконтактном подвесе к стационарному вра-
щению вокруг оси наибольшего момента инерции. В работе Н.Е. Егармина 
[205] рассматривается свободное движение линейно-упругого твердого те-
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ла около центра масс, причем задачи теории упругости и динамики тела 
решаются совместно. Получены уравнения движения типа уравнений Эй-
лера. 

В работах Г.Г. Денисова, В.В. Новикова [206, 207] проведено изу-
чение влияния упругих и вязких свойств тел на их свободные угловые 
движения. Аналитически получены решения, описывающие как вращате-
льные движения, так и напряжено-деформируемое состояние однородных 
изотропных квазишара и анизотропно-упругого шара. 

В статьях В.В. Сидоренко [208, 209] исследуется вращательное 
движение твердого тела, несущего вязкоупругие нерастяжимые стержни. 
Предполагается, то в недеформированном состоянии рассматриваемая ме-
ханическая система допускает группу симметрий правильного многогран-
ника. Установлены существенные отличия такой системы от движения 
Эйлера-Пуансо. Рассматривается механическая система, состоящая их 
двух взаимодействующих подсистем. При устранении взаимодействия од-
на из подсистем становится гамильтоновой системой, а другая − диссипа-
тивной линейной колебательной системой. С помощью метода интеграль-
ных многообразий изучаются движения, устанавливающиеся после зату-
хания собственных высокочастотных колебаний диссипативной подсисте-
мы. В статье А.В. Шатиной [210] исследуется эволюция движения симме-
тричного спутника с гибкими вязкоупругими стержнями на круговой ор-
бите. Спутник моделируется твердым телом, по оси симметрии которого 
расположена пара гибких вязкоупругих стержней. В книге В.И. Гуляева, 
П.П. Лизунова [211] рассматриваются особенности колебательных режи-
мов движения твердых тел, соединенных упругими связями, систем твер-
дых тел и упругих стержней, совершающих сложное движение. Исследую-
тся нелинейные колебания твердого тела, упруго связанного с точечной 
массой, в центральном силовом поле. В работе Б.А. Смольникова [212] на 
примере маятниковых систем демонстрируется одно из малоизученных 
явлений динамики твердых тел − их эволюционное поведение, − обуслов-
ленное действием внутренней диссипации. 

Большое число работ посвящено оптимальному управлению дви-
жением твердого тела относительно центра масс. Отметим некоторые из 
них, близкие по теме к нашей книге. Задачи оптимальной стабилизации 
(или торможения) твердого тела рассматривались при различных предпо-
ложениях относительно динамических характеристик этих тел, систем 
управления (ограничений на управляющий момент) и для различных кри-
териев качества (быстродействия, расход рабочего тела и др.) [213–217]. К 
другому классу исследованных вопросов можно отнести задачи, связанные 
с ориентацией (заданными поворотами) твердого тела в инерциальном 
пространстве (см., например, [218, 219, 161]). Задачи оптимального управ-
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ления вращениями твердого тела рассматривались также в других поста-
новках [220, 221]. 

В монографиях Ф.Л. Черноусько, Л.Д. Акуленко, Б.Н. Соколова 
[222 – 224] на основе методов малого параметра (теории возмущений и ме-
тода усреднения) изучены задачи об оптимальном управлении вращатель-
ными движениями тела при различных ограничениях на управляющие мо-
менты.  

В работах Л.Д. Акуленко, Д.Д. Лещенко [223, 224, 293, 297 – 300] 
изучаются задачи стабилизации тел с внутренними степенями свободы. 
Решена задача активного торможения свободного твердого тела с подвиж-
ной массой, соединенной с телом вязкоупругой связью. Исследуется зада-
ча оптимального по быстродействию торможения вращений динамически 
симметричного тела со сферической полостью, заполненной жидкостью 
большой вязкости. Кроме того, тело содержит вязкоупругий элемент, ко-
торый моделируется точечной массой, прикрепленной демпфером к точке 
на оси симметрии. Рассматривается задача об оптимальном торможении 
вращений твердого тела с полостью, заполненной жидкостью большой вя-
зкости, и содержащего подвижную точечную массу, соединенную с телом 
посредством упругой связи с квадратичной диссипацией. В работах  
Л.Д. Акуленко, Я.С. Зинкевич, Д.Д. Лещенко, А.Л. Рачинской [301 – 304, 
323, 325] исследована задача об оптимальном по быстродействию тормо-
жении вращений динамически симметричного и несимметричного тела с 
полостью, заполненной вязкой жидкостью, в сопротивляющейся среде. Ра-
ссмотрена задача об оптимальном по быстродействию торможении враще-
ний симметричного твердого тела с подвижной массой, соединенной с те-
лом упругой связью с вязким трением или квадратичной диссипацией. 
Кроме того, на твердое тело действует момент сил линейного сопротивле-
ния среды. Исследована задача оптимального торможения симметричного 
гиростата с подвижной массой в сред с сопротивлением. Изучена задача 
оптимального по быстродействию торможения вращений динамически не-
симметричного тела под действием тормозящего момента сил линейного 
сопротивления среды.  

Монография Ф.Л. Черноусько, И.М. Ананьевского, С.А. Решмина 
[225] посвящена ряду новых методов управления механическими система-
ми со многими степенями свободы. Рассматриваются, как правило, нели-
нейные системы при наличии различных ограничений, наложенных на 
управляющие воздействия и фазовые координаты, а также на их совокуп-
ности.  

В книгах А.М. Ковалева, В.Ф. Щербака [226, 227] исследуются 
нелинейные задачи управления и наблюдения динамических систем, кото-
рые описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями. Ре-
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шаются с помощью полученных критериев конкретные задачи динамики 
твердого тела. Рассматриваются качественные вопросы теории управления 
нелинейных динамических систем и решаются задачи управляемого дви-
жения твердого тела в сопротивляющейся среде. 

В статьях А.М. Ковалева, А.Л. Зуева, В.Ф. Щербака [228, 229] рас-
смотрена модельная задача о движении спутника как абсолютно твердого 
тела вокруг центра масс в ограниченной постановке под действием реак-
тивных управляющих моментов без учета изменения массы. Исследована 
задача синтеза нелинейного закона управления для модельной задачи ме-
ханической системы, состоящей из жесткого тела − носителя и присоеди-
ненных к нему упругих стержней. 

В [230] (Лебедев Д.В., Ткаченко А.И.) исследуется задача перево-
да объекта управления, движущегося в среде с сопротивлением, на множе-
ство, которое представляет собой ε -окрестность некоторой точки, пере-
мещающейся в инерциальном пространстве. В работах В.В. Маланина, 
Н.А. Стрелковой [231, 232] рассмотрена задача управления оптимальной 
по быстродействию одноосной переориентацией осесимметричного твер-
дого тела, находящегося под действием сил тяжести, сопротивления среды 
и управления. Исследована задача синтеза оптимального по быстродейст-
вию управления переориентацией сферически-симметричного тела в соп-
ротивляющейся среде при условии, что вектор управляющего внешнего 
момента ограничен по модулю. В [233] (Junkins J.L. and Turner J.D.) прове-
дено решение задач маневрирования КА. Аналитические и численные ме-
тоды изложены с точки зрения применимости к решению проблем опти-
мизации разворота КА. В работе [234] представлены новые результаты для 
оптимальной по времени трехосной переориентации космического кораб-
ля.  

В монографиях В.И. Воротникова, В.В. Румянцева [235, 236] бо-
льшое внимание уделяется решению прикладных нелинейных задач 
устойчивости, стабилизации и управления по части переменных из разли-
чных областей науки и техники. Рассмотрены, например, задачи стабили-
зации спутника на орбите, управления ориентацией космического аппарата 
и другие задачи.  

В работах А.А. Мартынюка [237, 338] разработан метод матрично-
значных функций Ляпунова для анализа устойчивости и других динамиче-
ских свойств некоторых классов крупномасштабных систем, найдены 
условия устойчивости движения астрономической лаборатории. 

Книга Ю.П. Артюхина, Л.И. Каргу, В.Л. Симаева [239]  посвящена 
проблеме активного управления вращающимися космическими аппарата-
ми (КА). Рассмотрены вопросы динамики движения КА, стабилизирован-
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ных вращениями. Показаны принципы построения систем управления ско-
ростью вращения и ориентацией вращающихся КА. 

В статьях А.Н. Сиротина [240, 241] изучается проблема существо-
вания решения в задаче оптимального управления вращением осесиммет-
ричного твердого тела для произвольного случая краевых условий для 
угловой скорости. Исследуется задача оптимального управления про-
странственной переориентацией сферически симметричного вращающего-
ся твердого тела с единичным тензором инерции. 

В работах А.Н. Башнякова, Ф.Г. Гаращенко, В.В. Пичкура,  
И.И. Харченко [242, 243] исследуется задача синтеза оптимального по бы-
стродействию управления гашением угловых скоростей космических ап-
паратов. 

В книге [244] (Бранец В.Н., Шмыглевский И.П.) исследуется ма-
тематический аппарат кватернионов в задачах ориентации твердого тела. В 
монографии В.Н. Кошлякова [245] изложен математический аппарат, ос-
нованный на параметрах Родрига-Гамильтона, а также приложения этого 
аппарата в динамике твердого тела. 

В книге Ю.Н. Челнокова [246] излагаются методы описания дви-
жения твердого тела, в том числе кватернионы и бикватернионы. Рассмат-
риваются примеры решения задач навигации и управления движением 
твердого тела, механики космического полета. В статье А.В. Молоденкова, 
Я.Г. Сапункова [247] исследуется задача оптимального разворота космиче-
ского аппарата (КА) как твердого тела с одной осью симметрии при произ-
вольных граничных условиях по его угловому положению в кватернион-
ной постановке. В работе М.В. Левского [248], исследована задача управ-
ления пространственной переориентацией КА из произвольного начально-
го положения в заданное конечное угловое положение, когда минимизиру-
ется время разворотов. 

В монографии Д.В. Лебедева, А.И. Ткаченко [249] рассмотрены 
задачи автономного определения параметров движения конкретных клас-
сов малых космических аппаратов, а также особенности управления орие-
нтацией таких аппаратов. 

Проблеме стабилизации космических кораблей под действием 
управляющих моментов сил посвящены работы [250-253].  

В статье Kaplan M.H. and Cenker R.J. [254] рассматривается управ-
ление вращением во время переориентации тела, испытывающего дисси-
пацию энергии. В качестве примера рассматривается задача о движении по 
круговой орбите спутника, содержащего полость, заполненную вязкой жи-
дкостью. В работах [255, 256] предлагается постановка и методика реше-
ния задач оптимального управления для возмущенного относительного ра-
вномерного вращения тела с полостью, содержащей вязкую несжимаемую 
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жидкость. Выведена формула для угловой скорости возмущенного движе-
ния в зависимости от внешнего возмущающего момента. Рассматривается 
в линейной постановке задача Коши для возмущенного относительно рав-
номерного вращения движения динамически симметричного твердого тела 
полостью, заполненной идеальной жидкостью. 

В книге Г.Г. Бебенина, Б.С. Скребушевского, Г.А. Соколова [257] 
изложены методы решения задач управления полетом КА. Основное вни-
мание уделено вопросам прогнозирования и определения орбит, формиро-
вания закона движения центра  масс аппаратов и относительно центра 
масс.  

В статьях В.Ю. Рутковского, В.М. Суханова [258] дан обзор про-
блемных вопросов, возникающих при решении задач управления ориента-
цией деформируемых космических аппаратов (ДКА) в классе разрывных 
систем. Описана модально-физическая форма представления математичес-
кий модели ДКА, позволившая выявить ряд особенностей динамики 
управляемого движения упругих объектов. 

В книге Г.Л. Дегтярева, Т.К. Сиразетдинова [259] рассмотрены 
вопросы математического описания и синтеза управления упругими кос-
мическими аппаратами.  

В статье А.П. Алпатова [260] дан обзор результатов исследований 
динамики космических аппаратов, свободных и управляемых режимов 
функционирования, крупногабаритных трансформируемых конструкций 
космического базирования, выполненных в Институте технической меха-
ники НАНУ и НКАУ. 

В статье [261] (Meirovitch L., Van Landingham H.F.) предложен ме-
тод управления упругим КА, основанный на модальной декомпозиции ги-
роскопической системы. В работе Seltzer S.M. [262] обсуждаются пробле-
мы точного предсказания динамических режимов больших упругих КА на 
земной орбите и синтеза систем управления, удовлетворяющих жестким 
техническим требованиям. В статье [263] (Hughes P.C. and Skelton R.E.) ра-
ссматриваются вопросы применения теории управления для моделирова-
ния и расчета упругих крупногабаритных конструкций ИСЗ. 

В работе Ю.Н. Горелова [264] рассматривается вариационная за-
дача приведения в заданное положение за минимальное время оси дина-
мической симметрии КА, служащей его осью вращения. 

В статье А.В. Сарычева [265] исследовано управляемое движение 
вектора кинетического момента осесимметричного твердого тела, враща-
ющегося вокруг центра масс. В работе В.И. Гуляева, В.Л. Кошкина,  
Ю.А. Шинкаря [266] рассмотрена задача об оптимальном по импульсу 
управляющего момента пространственном развороте твердого тела с тре-
хосным эллипсоидом инерции. 
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В статье Ю.Ф. Голубева, В.Н. Демидова [267] обобщается понятие 
систем с инвариантной нормой и представлены некоторые теоретические 
подходы к исследованию указанных систем. 

В работе П.Д. Крутько [268] синтезируются алгоритмы управле-
ния движением объектов, математические модели которых представлены 
динамическими и кинематическими уравнениями Эйлера. Решены задачи 
управления вращательным движением и угловой ориентацией. 

В [269, 270] (Мартыненко Ю.Г., Формальский А.М.) исследованы 
управляемость и устойчивость систем с ограниченными ресурсами и дан 
обзор проблем управления неустойчивыми системами. 

В работах А.С. Ковалевой [271, 272] изучена динамика квазили-
нейных систем при случайных возмущениях. Строится процедура разде-
ления движений для многочастотных квазиизохронных систем при стаци-
онарном случайном возмущении. В качестве примера рассмотрено враще-
ние волчка Лагранжа при случайных колебаниях точки опоры. 

В статьях Л.Д. Акуленко, С.А. Кумакшева, Ю.Г. Маркова,  
В.В. Перепелкина, Л.В. Рыхловой [273-275] построена оптимальная по то-
чности математическая модель вращения Земли, позволяющая идентифи-
цировать ее параметры на основе данных Международной службы враще-
ния Земли. Разработаны алгоритмы высокочастотной интерполяции и ка-
чественного прогноза движения полюса Земли на длительном промежутке 
времени. 
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Глава 1. 
 

Уравнения возмущенных вращений твердого тела относительно  
центра масс 

 
§1. Понятие возмущенного вращения твердого тела. 

 
Предметом данного пособия является исследование возмущенных 

движений твердого тела относительно центра масс под действием момен-
тов сил различной физической природы. Если на тело не действуют мо-
менты внешних или внутренних сил, то оно совершает некоторое движе-
ние, которое назовем невозмущенным. В качестве невозмущенного дви-
жения рассматривается движение Эйлера-Пуансо [75, 305, 320]. В реаль-
ных условиях на тело действуют возмущающие моменты внешних и внут-
ренних сил, в частности, силы сопротивления среды и внутренних дисси-
пативных сил. 

В случае, когда возмущающие моменты, действующие на твердое 
тело, малы в том смысле, что текущее значение кинетической энергии 
вращательного движения тела T  существенно превосходит работу воз-
мущающих сил A , т.е. AT >> , то движение на небольшом интервале 
времени будет близко к невозмущенному движению. Однако на достаточ-
но большом интервале времени действие малых возмущающих моментов 
может привести к накоплению возмущений и к постепенной эволюции 
движения. Такое движение называется возмущенным движением [28]. 

Основная цель пособия заключается в исследовании эволюции 
возмущенного движения. При этом хорошие результаты дает применение 
метода усреднения [16-18]. Для использования метода усреднения уравне-
ния движения твердого тела нужно привести к стандартному виду систем с 
одной или несколькими вращающимися фазами. 

Успех в исследовании возмущенного движения во многом зависит 
от того, в каких переменных записаны уравнения возмущенного движения. 
Точные уравнения возмущенного движения в общем случае не проинте-
грированы. Поэтому используются приближенные методы исследования, 
эффективность которых во многом зависит от вида решаемых уравнений. 

В небесной механике для исследования уравнений возмущенного 
движения применяется метод оскулирующих элементов. Оскулирующие 
элементы – это характеристики орбиты, остающиеся постоянными в не-
возмущенном движении и меняющиеся со временем в возмущенном, т.е. 
первые интегралы уравнений невозмущенного движения. Уравнения, за-
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писанные в оскулирующих элементах, удобны тем, что их приближенное 
решение можно провести с помощью асимптотических методов. 

В задачах о возмущенном движении твердого тела относительно 
центра масс можно найти элементы, аналогичные оскулирующим элемен-
там в небесной механике. При этом, достаточно, чтобы условию постоян-
ства в невозмущенном движении удовлетворяла только лишь часть эле-
ментов. Переменные, описывающие движение, должны удовлетворять 
следующим требованиям [28]: 
1. Иметь простой механический и геометрический смысл.
2. В случае отсутствия возмущающих моментов они должны дать урав-

нения, достаточно просто описывающие движение Эйлера-Пуансо.
3. В случае возмущенного движения уравнения в выбранных перемен-

ных должны быть удобны для применения асимптотических методов
нелинейной механики. Переменные должны делиться на медленные и
быстрые, причем в невозмущенном движении медленные переменные
постоянны.

Переменные, удовлетворяющие этим условиям, называются эво-
люционными [28]. Они могут быть выбраны неоднозначно. 

Известны многочисленные способы введения эволюционных пе-
ременных при исследовании вращательного движения небесных тел: 
кеплеровские оскулирующие элементы, канонические элементы Якоби, 
Делоне, Пуанкаре, элементы Пуассона, Андуайе, Шарлье, Депри и другие 
[11]. Б.В. Булгаков ввел фазовые координаты, близкие набору переменных 
Андуайе-Депри для описания движения симметричного твердого тела [71]. 
В.В. Белецкий успешно использовал оскулирующие элементы, отличаю-
щиеся на аддитивные постоянные от переменных Андуайе-Депри для ре-
шения ряда задач динамики вращательного движения динамически сим-
метричных спутников [25, 28]. Дальнейшее развитие метода оскулирую-
щих элементов было осуществлено Ф.Л. Черноусько, который исследовал 
движение спутника с трехосным эллипсоидом инерции [26]. Используем 
систему эволюционных переменных, предложенную в работах [25, 26, 28]. 

Введем три правых декартовых системы координат, начало кото-
рых совместим с центром инерции спутника. Система координат 1 2 3Ox x x
движется поступательно вместе с центром инерции: ось 1Ox  параллельна 
радиусу-вектору перигея орбиты, ось 2Ox  параллельна  вектору скорости 
центра масс спутника в перигее, ось 3Ox − нормали к плоскости орбиты. 

Ось 3Oy  системы координат 1 2 3Oy y y  направим по вектору кине-
тического момента G спутника относительно центра инерции, ось 1Oy
перпендикулярна 3Oy  и лежит в плоскости 3 3Ox y , а ось 2Oy  перпенди-
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кулярна 1Oy  и 3Oy  и, следовательно, лежит в плоскости орбиты 1 2Ox x  
(рис. 1). Переход от системы координат  1 2 3Ox x x  к системе 1 2 3Oy y y  осу-
ществляется двумя поворотами: на угол λ  вокруг оси 3Ox и на угол δ  

 
 

 
 

Рис. 1 
 
 

вокруг оси 2Oy . Углы λ  и δ  определяют ориентацию вектора G  в не-
подвижном пространстве. 

Оси связанной системы координат 1 2 3Oz z z  совместим с главными 
центральными осями инерции спутника. Их ориентацию относительно си-
стемы координат 1 2 3Oy y y определим углами Эйлера θ , ϕ , ψ  (рис.2) и 
направляющими косинусами ik i kα = y z . Здесь iy − орты системы 

1 2 3Oy y y , а kz − орты системы 1 2 3Oz z z . Соотношения между направляю-
щими косинусами и эйлеровыми углами даются выражениями [25] 
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Рис. 2 

 
11 cos cos cos sin sinα ϕ ψ θ ϕ ψ= − , 

21 cos sin cos sin cosα ϕ ψ θ ϕ ψ= + , 31 sin sinα θ ϕ= , 

12 sin cos cos cos sinα ϕ ψ θ ϕ ψ= − − , 

22 sin sin cos cos cosα ϕ ψ θ ϕ ψ= − + ,                                     (1.1.1) 

32 sin cosα θ ϕ= , 13 sin sinα θ ψ= , 

23 sin cosα θ ψ= − , 33 cosα θ= . 
В качестве переменных, описывающих возмущенное движение 

выбираются шесть параметров: 
G ,δ , λ , θ , ϕ , ψ                                  (1.1.2) 

Дифференциальные уравнения возмущенного движения записы-
ваются относительно этих переменных: угловых параметров δ , λ , θ , ϕ , 
ψ  и величины G , зависящей от угловых скоростей. Элементы (1.1.2) 
удобны тем, что в невозмущенном движении величины G , δ , λ  посто-
янны, а углы θ , ϕ , ψ , меняясь со временем, описывают движение Эйле-
ра-Пуансо. 
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§2. Уравнения возмущенного движения и их приведение к 
случаю систем с быстро вращающимися фазами. Постановка задачи 
динамики. 

Составим уравнения движения спутника относительно центра 
инерции, взяв в качестве шести искомых функций величину кинетического 
момента G  и углы δ , λ , θ , ϕ , ψ . Теорема об изменении кинетическо-
го момента в векторной форме имеет вид: 

d
dt

=
G L ,                                           (1.2.1) 

где L − момент возмущающих сил относительно центра инерции спут-
ника. 

Проектируя векторное уравнение (1.2.1) на оси координатной си-
стемы 1 2 3Oy y y , получим 

3
dG L
dt

= , 1Ld
dt G
δ
= , 2

sin
Ld

dt G
λ

δ
= ,                    (1.2.2) 

где iL − проекции момента возмущающих сил относительно центра инер-
ции на оси iOy . 

Выведем уравнения для углов θ , ϕ , ψ . Вектор ω  абсолютной 
угловой скорости вращения спутника относительно системы координат 

1 2 3Ox x x  складывается из пяти угловых скоростей вращений, соответству-
ющих поворотам на углы δ , λ , θ , ϕ , ψ . Учитывая направления этих 
составляющих (рис.1, 2), найдем 

2 3 1(cos sin )δ λ δ δ⋅ ⋅= + − +ω y y y 1 2 3 3(cos sin ) .θ φ φ ψ φ⋅ ⋅ ⋅− + +z z y z  
  (1.2.3) 

Спроектируем равенство (1.2.3) на оси 1 2 3Oz z z  и учтем, что 

ik i kα = y z . Тогда проекции вектора ω  абсолютной угловой скорости 
спутника на указанные оси равны  

( )21 31 11 31cos sin cosp δ α λ α δ α δ θ ϕ ψ α⋅ ⋅ ⋅ ⋅= + − + + , 

( )22 32 12 32cos sin cosq δ α λ α δ α δ θ ϕ ψ α⋅ ⋅ ⋅ ⋅= + − − + ,          (1.2.4) 

( )33 33 13 33cos sinr δ α λ α δ α δ ϕ ψ α⋅ ⋅ ⋅ ⋅= + − + + . 
С другой стороны, проектирование вектора кинетического момен-

та G  на оси связанной системы координат 1 2 3Oz z z  дает 

1 1 sin sinG A p G θ ϕ= = , 2 2 sin cosG A q G θ ϕ= = ,   (1.2.5) 
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3 3 cosG A r G θ= = , 
где 1A , 2A , 3A − главные центральные моменты инерции спутника отно-
сительно осей 1Oz , 2Oz , 3Oz  соответственно. 

Подставим в уравнения (1.2.4) p , q , r  из (1.2.5), δ ⋅ , λ⋅  из 

(1.2.2) и ija  из (1.1.1) и разрешим их относительно производных эйлеро-

вых углов θ , ϕ , ψ  

2 1

1 2

cos sin1 1sin sin cos L LG
A A G

ψ ψθ θ ϕ ϕ⋅   −
= − + 

 
, 

2 2
1 2

3 1 2

cos sin1 sin coscos
sin

L LG
A A A G

ψ ψϕ ϕϕ θ
θ

⋅   +
= − − + 

 
,       (1.2.6) 

2 2
1 2 2

1 2

cos sinsin cos ctg ctgL L LG
A A G G

ψ ψϕ ϕψ θ δ⋅   +
= + − − 

 
. 

Уравнения (1.2.2), (1.2.6) образуют систему уравнений возмущен-
ного движения в форме, удобной для применения асимптотических мето-
дов. Уравнения (1.2.2) описывают изменение вектора кинетического мо-
мента, а уравнения (1.2.6) − движение спутника относительно этого векто-
ра. 

Рассмотрим спутник, моменты инерции которого произвольны 
1 2 3A A A≥ ≥ , 1 2 3A A A≤ + . Предположим, что угловая скорость ω  дви-

жения спутника относительно центра масс существенно больше угловой 
скорости орбитального движения 0ω  (другими словами приложенные мо-
менты сил малы) и положим 

1~ 010 <<=
G

Aω
ω
ωε , µ

ω
~2

1A
L

,       








1

~
A
Gω .                (1.2.7) 

Таким образом, скорость движения спутника относительно центра 
масс характеризуется двумя независимыми малыми параметрами. Первый 
из них− отношение угловой скорости орбитального движения к угловой 
скорости относительного движения. Второй малый параметр равен отно-
шению работы моментов приложенных сил за характерное время относи-
тельного движения к средней кинетической энергии относительного дви-
жения. 

Предположим, что единица измерения времени и период относи-
тельного движения 2π ω  имеют одинаковый порядок, тогда εω ~0 . Для 
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гравитационных моментов эти малые параметры связаны соотношением 
2µ ε=  [26] и моменты возмущающих сил 2~ εiL . 

В общем случае параметры µ , ε  могут быть связаны и по-
другому, и перед анализом быстрых движений спутника под действием 
возмущающих моментов какого-либо конкретного вида нужно задать или 
оценить относительную величину малых параметров, чтобы при построе-
нии асимптотического решения ограничиться нужной точностью. 

В невозмущенном движении ( 0ε = ) возмущающие моменты об-
ращаются в нуль и это движение является движением Эйлера-Пуансо. Ве-
личины G , δ , λ  и кинетическая энергия T  движения спутника относи-
тельно центра масс постоянны. Здесь 

( )2 2 2
1 2 3

1
2

T A p A q A r= + +
2 2 2 2

2

1 2 3

sin cos cossin
2

G
A A A
ϕ ϕ θθ

  
= + +  

  
 

(1.2.8) 
При 0ε =  углы Эйлера θ , ϕ , ψ − переменны, причем функцию 

( )tψ ψ=  можно представить в виде 1 2( ) ( )t tψ ψ ψ= +  [305]. Функции 
( )tθ , ( )tϕ , 1( )tψ  или периодичны по t  с периодом τ  (период 

( , )G Tτ τ= − время движения вектора G  по замкнутой траектории), или 

получают за время τ  приращение 2π . Функция 2 0
2( ) ( )t t tπψ
τ

= +
′  

( 0t const= ). Предположим, что ( , )G Tτ τ′ ′=  и τ  несоизмеримы [75, 305, 
320]. 

Введем две переменные (фазы) соотношениями  
1 1 1( )y t tω= + , 2 2 2( )y t tω= + ,                           (1.2.9) 

где 1t , 2t − произвольные постоянные, а 

1
2( , )G T πω
τ

= , 2
2( , )G T πω
τ

=
′

.                        (1.2.10) 

Тогда в движении Эйлера-Пуансо углы θ , ϕ , ψ  будут опреде-
ленными функциями этих переменных (фаз), а также величин G  и T  (от 
углов δ  и λ  они не зависят в силу изотропности различных направлений 
в пространстве при 1 2 3 0L L L= = = ). 

Запишем эту зависимость, используя равенство 2 2yψ = , в виде 

1( , , )G T yθ θ= , 1( , , )G T yϕ ϕ= , 1 1 2( , , )G T y yψ ψ= + .      (1.2.11) 
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При увеличении 1y  на 2π  функции θ , ϕ , 1ψ  в (1.2.11) либо не 
меняются, либо получают приращения 2π . 

В возмущенном движении ( 0ε ≠ ) медленными переменными бу-
дут G ,δ  и λ , а быстрыми −θ , ϕ , ψ . 

Рассматривается движение спутника относительно центра масс 
под действием возмущающих моментов. С точностью до величин порядка 
квадрата отношения линейных размеров спутника к размерам орбиты 
можно считать, что движение спутника относительно центра масс не влия-
ет на движение самого центра масс. Центр масс движется по кеплеровско-
му эллипсу с эксцентриситетом e  и периодом обращения 0Q . Зависи-
мость истинной аномалии (полярного угла) ν  от времени t  дается соот-
ношением 

2
0

2 3/2

(1 cos )
(1 )

ed
dt e

ω νν +
=

−
( 0( ) ( ) 2t Q tν ν π+ = + , 0

0

2
Q
πω = ).     (1.2.12) 

Уравнения движения (1.2.2), (1.2.6) и уравнение (1.2.12) при усло-
виях 0 ( )Oω ε= , 2( )iL O ε=  примут вид 

2 ( , , )x X x yε ν⋅ = , 2
0 1( , ) ( , , )y Y x y Y x yε θ⋅ = + , ( )fν ε ν⋅ = ,  (1.2.13) 

где ( )f ν − правая часть формулы (1.2.12). 
Система (1.2.13) относится к нелинейным колебательным систе-

мам, содержащим быструю и относительно медленную фазы [309]. В [309] 
и в §4 главы 1 данного пособия предлагается модифицированный метод 
усреднения для ситуации, когда усредненные переменные не изменяются. 
Излагается и обосновывается процедура разделения переменных на суще-
ственно больших по малому параметру интервалах времени, на которых 
происходит значительная эволюция всех переменных. 

Систему (1.2.13) можно упростить, сделав замену переменных по 
формулам (1.2.11). Вместо трех быстрых переменных θ , ϕ , ψ  при этом 
вводятся две быстрые 1y  и 2y  и одна медленная T  (постоянная в движе-
нии Эйлера-Пуансо). Фазы 1y , 2y  в возмущенном движении уже не опре-
деляются формулами (1.2.9), а являются новыми искомыми функциями, но 
скорости их изменения в первом приближении равны 1ω , 2ω соответ-
ственно. Поэтому система уравнений движения запишется в виде 

 
2

1 2( , , , )x X x y yε ν⋅ = , ( )fν ε ν⋅ = ,                    (1.2.14) 
2

1 1 1 1 2( ) ( , , )y x Z x y yω ε⋅ = + , 2
2 2 2 1 2( ) ( , , )y x Z x y yω ε⋅ = + . 
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Здесь x , X − 4-мерные вектор-функции соответствующие пере-
менным G , T , δ , λ , а остальные функции − скалярные. 

Функции X , 1Z , 2Z  периодичны по 1y , 2y  с периодами 2π . 
Таким образом, уравнения возмущенного движения спутника при-

ведены к системе с двумя вращающимися фазами. 
Опишем схему усреднения, предложенную Ф.Л. Черноусько в [26] 

для изучения движения несимметричного спутника под действием грави-
тационного момента сил при выполнении условия (1.2.7). В этой работе 
показано, что усреднение периодической функции ( , , )F θ ϕ ψ  по t  с уче-
том зависимости переменных ( )tθ θ= , ( )tϕ ϕ= , 1 2( ) ( )t tψ ψ ψ= +  мож-
но разбить на два независимых этапа: усреднение по переменной ψ  и 
усреднение по времени t  с учетом зависимости переменных ( )tθ , ( )tϕ  
от t . 

В самом деле, в силу несоизмеримости периодов τ  и τ ′ , 

{ } 1
0 0

1 2( , , ) ( ), ( ), ( )t
tM F F t t t dt dt

τ τ πθ ϕ ψ θ ϕ ψ
ττ τ

′ ′  ′= + = ′ ′ ∫ ∫ (1.2.15) 

( )
2 2

0 0 0 0

1 1 1( ), ( ), ( , , )
2 2

F t t d dt F d dt
τ π τ π

θ ϕ ψ ψ θ ϕ ψ ψ
πτ τ π

  = = = 
  

∫ ∫ ∫ ∫  

[ ]{ }1 ( , , )M M Fψ θ ϕ ψ= . 

Здесь Mψ  означает усреднение по ψ , а 1M − по θ  и ϕ , связан-
ным (1.2.8), производимое по замкнутым траекториям вектора кинетиче-
ского момента в движении Эйлера-Пуансо (рис.3).  

Погрешность усредненного решения для медленных переменных 
составляет величину порядка ε  на интервале времени, за который тело 
совершит 1~ −ε  оборотов. 

Рассмотрим, следуя [26], случай, когда главные центральные мо-
менты инерции спутника близки друг к другу и представимы в виде 

 

1 0 1A J Aε ′= + , 2 0 2A J Aε ′= + , 3 0 3A J Aε ′= + ,                 (1.2.16) 
 

где 10 <<< ε −малый параметр. Применяется развитая методика иссле-
дования систем, содержащих медленные и быстрые движения, к уравнени-
ям относительного движения спутника (1.2.2), (1.2.6), (1.2.12). 
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При 0ε =  эти уравнения описывают движение сферически сим-
метричного спутника. В этом случае получается, что 1 2 3 0L L L= = =  и из 
системы (1.2.2), (1.2.6) находим, что G , δ , λ , θ  и ϕ  постоянны, а 

 
1

0 0GJ tψ ψ−= + ,                                     (1.2.17) 
 

т.е. спутник равномерно вращается вокруг поступательно движущейся оси 
кинетического момента. 

При 0ε ≠  в системе семи уравнений (1.2.2), (1.2.6) роль медлен-
ных переменных играют G , δ , λ ,θ , ϕ , а роль быстрых  ψ  и ν . Для 
получения решения в первом приближении достаточно просто усреднить 
правые части уравнений (1.2.2), (1.2.6), подставив в них ν  из решения 
уравнения (1.2.12) и ψ  из (1.2.17). При фиксированных значениях мед-
ленных переменных правые части уравнений, подлежащие усреднению, 
будут суммами членов вида 1 2( ) ( )f fψ ν , где функции 1f , 2f  периодичны 
по своим аргументам с периодами 2π . Кроме того, разложение в ряд 
Фурье содержит гармоники не выше третьей. Поэтому разложение правых 
частей уравнений (1.2.2), (1.2.6) в двойной ряд Фурье (по ψ  и ν ), после 
подстановки ψ  и ν  как функций времени, будет суммой членов вида 

 

( ) ( )1
0 0 0cos cos 0,1,2,3; 0,1,2,mnC m LJ t n t m nψ ω− + = =  

 
 

и подобных им, где один или оба косинуса могут быть заменены на сину-
сы. Пусть ни при каком натуральном n  не выполняется ни одно из ра-
венств 

0 0G nJ ω= , 0 0
1
2

G nJ ω= , 0 0
1
3

G nJ ω= .              (1.2.18) 

 
Тогда результат усреднения правых частей не зависит от началь-

ного значения 0ψ . В этом случае усреднение по времени можно заменить 
независимым усреднением по ψ  и по ν , как по функции t . 

Если выполняется хоть одно из равенств (1.2.18), то имеют место 
резонансные эффекты, которые не рассматриваются. 

Усреднение по времени функций, зависящих от ν  сводится в си-
лу (1.2.12), к усреднению по ν  следующим образом 
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{ } ( )
( )

0
3/222

2
0 0 0

1 ( )1 1( ) ( ( ))
2 1 cos

Q

t

e F d
M F F t dt

Q e

π ν ν
ν ν

π ν

−
= = =

+∫ ∫

( )
( )

3/22
2

( )1
1 cos

Fe M
e

ν
ν
ν

  = −  
+  

.                                              (1.2.19) 

 
 

§3. Уравнения возмущенного движения твердого те-
ла,близкого к случаю Эйлера. 
 

Эволюционные переменные можно выбрать, отличными от пред-
ложенного в §2. Заметим, что при движении свободного твердого тела со-
храняется его кинетическая энергия 

( )2 2 2
1 2 3

1 1 ( , )
2 2

T A p A q A r= + + = G ω                   (1.3.1) 

и модуль кинетического момента G  
2 2 2 2 2

1 2 3 ( )G A p A q A r J= + + = ω .                       (1.3.2) 
Здесь ( , , )p q r=ω − вектор угловой скорости, а p , q , r − его 

проекции на оси подвижной системы координат Oxyz , направленные 
вдоль главных осей инерции тела для неподвижной точки O ; 

1 2 3diag( , , )J A A A= − тензор инерции, имеющий в связанных осях диаго-
нальный вид. 

Если рассматривать движение вектора кинетического момента в 
связанных с телом осях, то конец вектора G  движется вдоль линии пере-
сечения эллипсоида и сферы, уравнения которых в осях 1G , 2G , 3G  полу-
чаются из равенств (1.3.1), (1.3.2), выраженных через компоненты вектора 
G  

2 1 2 1 2 1
1 1 2 2 3 3 2G A G A G A T− − −+ + = ,                          (1.3.3) 

2 2 2 2
1 2 3G G G G+ + =                                        (1.3.4) 

Пересечение эллипсоида и сферы обеспечивается неравенствами  
2

1 32 2TA G TA≥ ≥                                          .(1.3.5) 
Не ограничивая общности, предположим, что 1 2 3A A A> > . При 

изучении движения вектора G  в связанных осях исследуют траектории 
его конца на единичной сфере (см. [28, 134, 306]). При этом, для описания 
положения вектора кинетического момента на сфере вводится положи-
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тельный параметр 2 2 2( , )k k T G= , 20 1k≤ ≤ . Например, в области 
2

1 22 2TA G TA≥ >  параметр 2k  представлен в виде 

( )( )
( )( )

2
2 3 12

2
1 2 3

2

2

A A TA G
k

A A G TA

− −
=

− −
, 20 1k≤ ≤ .                 (1.3.6) 

Значение 2 0k =  соответствует вращению твердого тела вокруг 
оси с моментом инерции 1OA , а 2 1k = − движению по сепаратрисе (см. 
рис. 3). При переходе в область 2

2 32 2TA G TA> ≥  нужно поменять места-

ми 1A  и 3A  в выражении для 2k . 
Здесь k  имеет смысл модуля эллиптических функций движения 

Эйлера-Пуансо. 
При наличии малых возмущений движение твердого тела описы-

вается возмущенными динамическими уравнениями Эйлера 
ε⋅ + × =G ω G L , 0 0( )t =ω ω , 1<<ε .                    (1.3.7) 

Предполагается, что возмущающий момент зависит только от уг-
ловых скоростей ( )=L L ω , а движение рассматривается на асимптотиче-

ски большом интервале времени 1
0 ~ −− εtt . 

При отсутствии возмущений ( 0ε = ) твердое тело совершает дви-
жение Эйлера-Пуансо. В этом случае сохраняются величины T , G  и 2k , 
а угловые скорости вращения тела выражаются через эллиптические 
функции [75, 305, 320].Так в области 2

1 22 2TA G TA≥ >  решение выража-
ется через эллиптические функции Якоби [75, 305, 320] 

 
2

3

1 1 3

2 dn
( )

G TAp
A A A

τ
−

=
−

, 
2

1

2 1 2

2 sn
( )

TA Gq
A A A

τ−
= ±

−
,                  (1.3.8) 

2
1

3 1 3

2 cn
( )
TA Gr

A A A
τ−

=
−

 , 
2

1 2 3

1 2 3

( )( 2 )A A G TA t
A A A

τ
− −

= . 

 
Здесь dn − дельта амплитуды, sn  и cn − эллиптический синус и 

косинус соответственно, по модулю k , введенному согласно (1.3.6). 
В области 2

2 32 2TA G TA> ≥  во всех формулах (1.3.8), а кроме то-
го в (1.3.6) нужно поменять местами 1A  и 3A . 
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Рис. 3 

 
Для изучения эволюции движения твердого тела методом усред-

нения естественно перейти от переменных p , q , r  к эволюционным пе-

ременным 2G , T , η  или 2G , 2k , η , где 2G , T , 2k  являются медлен-
ными переменными, а фаза η − быстрая переменная [134]. Уравнения для 
медленных переменных имеют вид: 

   2 2 ,

G G L , ( ),T ε= ω L , 2 2

0 0( )G t G= , 0 0( )T t T= ,   (1.3.9) 

( )
2 2

2
22 ,

 k kk ε
TG

  ∂ ∂
= +   ∂∂  

J ω L , 2 2
0 0( )k t k= . 

Уравнение для фазы 
2 ( )Oπη ετ

⋅ = + .                                        (1.3.10) 

Здесь τ − период изменения угловых скоростей движения Эйлера-
Пуансо по времени движения. Конкретный вид выражения ( )O ε  не при-
водится из-за громоздкости и из-за того, что оно не используется в постро-
ении решения первого приближения. Правые части уравнений для медлен-
ных переменных периодичны по η  с периодом 2π . 
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Поскольку 2G , T , 2k  являются медленно меняющимися функци-
ями времени, то в первом приближении в правые части уравнений (1.3.9) 
вместо p , q , r  можно подставить их значения (1.3.8) из невозмущенного 
движения Эйлера-Пуансо. Усредняя затем по быстрой фазе η  и, считая 
при этом медленные переменные постоянными, получим в общем виде 

 

( ) ( ){ }2
0 02 ,G Mηε= G L



, ( ){ }0 0,T Mηε⋅ = ω L ,  
2 2
0 0G G= , 0 0T T= , 

( )
2 2

2
0 022 ,k kk M

TGηε
   ∂ ∂ = +    ∂∂    

J ω L


, 2 2
0 0k k=  при 0t t= .(1.3.11) 

 

Конкретный вид правых частей уравнений (1.3.7) зависит от вида 
возмущающего момента εL . Черточками сверху обозначены соответ-
ствующие усредненные переменные. Усреднение по η  проводится по 
схеме 

{ } ( )
2

0 0 0 0
0

1 ( ), ( ), ( )
2

M F F p q r d
π

η η η η η
π

≡ ∫ .                               (1.3.12) 

Усреднение по η  можно заменить усреднением по µ  
 

{ } ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

0 0 0 0 2 2
0

1 , ,
4 1 sin

π

μ
dμM F F p η q η r η

K k k μ
≡

−
∫ .    (1.3.13) 

 

Здесь 
4am ,
2
K kµ η
π

 =  
 

, ( )K k − полный эллиптический инте-

грал первого рода [307, 308]. 
Уравнения возмущенного движения спутника (1.2.2), (1.2.6) носят 

общий характер. Однако часто встречаются задачи, в которых моменты 
действующих сил обладают силовой функцией 

( , , , , , )U U tλ δ θ ϕ ψ= . 
Здесь λ , δ − углы, определяющие ориентацию вектора кинетиче-

ского момента G  в неподвижном пространстве (см. рис. 1); θ , ϕ , ψ − 
углы Эйлера. 

Тогда уравнений (1.2.2), (1.2.6) преобразуются к виду [25, 28] 
1( sin ) /G Uλ δ δ⋅ −= ∂ ∂ , 1 1( sin ) / /G U G ctg Uδ δ λ δ ψ⋅ − −= − ∂ ∂ + ∂ ∂  , 

47 
 



/G U ψ⋅ = ∂ ∂ , 

( )1 1 1
1 2sin sin cos ( sin ) /G A A G Uθ θ ϕ ϕ θ ϕ⋅ − − −= − − ∂ ∂ +

1 /G ctg Uθ ψ−+ ∂ ∂ , 

( )1 1 2 1 2 1
3 1 2cos sin cos ( sin ) /G A A A G Uϕ θ ϕ ϕ θ θ⋅ − − − −= − − + ∂ ∂ , 

( )1 2 1 2 1
1 2sin cos ( / ctg / ctg )G A A G U Uψ ϕ ϕ δ δ θ θ⋅ − − −= + − ∂ ∂ + ∂ ∂ . 

Схемы усреднения для исследования движения быстро вращаю-
щегося симметричного и трехосного спутника для возмущений, имеющих 
силовую функцию, предложены В.В. Белецким в [25, 28]. 

В случае быстро вращающегося спутника с трехосным эллипсои-
дом инерции имеются три быстрые частоты: орбитальная 0ω , прецессии 

ψω  и частота периодического движения по полодиям θω . Силовую функ-

цию U  поэтому нужно усреднять трижды по ( )tν , по ψ  и вдоль поло-
дии невозмущенного движения. Отметим только, что вблизи сепаратрисы 
(рис. 3) вектор G  движется медленно и поэтому усреднять движение 
вдоль полодии можно везде, кроме некоторой окрестности сепаратрисы. 

 
§4. Схема усреднения высших степеней в системах с быстры-

ми и медленными фазами. 
 

В нелинейных колебательных системах часто возникают ситуа-
ции, когда эволюция оскулирующих переменных происходит с различны-
ми средними скоростями по отношению к степеням некоторого естествен-
ного малого параметра. Такими механическими системами описывается 
ряд задач теории колебаний механических систем (осцилляторов и маят-
ников), динамики твердых тел и гироскопов, орбитальных движений и 
вращений естественных и искусственных небесных тел. В теоретическом и 
прикладном аспектах представляет значительный интерес исследование 
эволюции системы на достаточно большом промежутке времени, приво-
дящем к существенному изменению оскулирующих переменных, в том 
числе самых медленных. 

Оказывается, что для многих важных случаев можно применить и 
обосновать модифицированную схему метода усреднения Крылова-
Боголюбова и разделения движений (замены переменных [16, 17, 223]) на 
относительно больших интервалах времени [309]. 
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Рассматривается стандартная по Н.Н. Боголюбову система [16, 17] 
для двух векторов x , y  произвольных размерностей, причем предполага-
ются выполненными следующие требования относительно средних по t : 

( ), ,x X t x yε⋅ = , 0(0)x x= , { }0 ( , ) 0tX x y M X= ≡ ; 

( ), ,y Y t x yε⋅ = , 0(0)y y= , { }0 ( , ) 0tY x y M Y= ≡ .(1.4.1) 
Функции X , Y  считаются кусочно-непрерывными и 2π - перио-

дическими по t  и достаточно гладкими по ( , ) x yx y D D∈ × , где ,x yD − 

замкнутые ограниченные множества. Здесь tM  означает усреднение по ар-
гументу (быстрой фазе) t . В первом приближении по ε средняя скорость 
изменения x  равна нулю, т.е. ( )0x x O ε− = , а y − порядка ( )O ε , т.е 

( )0 1y y O− = , 1t ε −
 . Для приложений представляет интерес суще-

ствования эволюции при 2t ε −
  относительно более медленной перемен-

ной x , характеризующей основные параметры колебательной системы 
(энергию, амплитуду). Более быстрая переменная y  обычно обусловлена 
эволюцией фазы или угловой переменной и может значительно влиять на 
изменение вектора x . 

В общем случае системы вида (1.4.1) применение и обоснование 
стандартной процедуры метода усреднения на интервале 2t ε −

  затруд-
нительно. Поэтому рассматривается часто встречающаяся в задачах ситуа-
ция, когда усредненная система для y  при постоянном x ξ=  допускает 
полное семейство одночастотных вращательно-колебательных движений 
[16, 17, 223]: 

xx Dξ= ∈ , ( )0 , , yy Dη ϕ ζ ξ= ∈ , ( ) 0,ϕ ω ζ ξ τ ϕ= + , tτ ε= .(1.4.2) 

Здесь ϕ − медленная фаза (ϕ ε ); суммарная размерность посто-
янных векторов ξ , 0ϕ  ( mod 2π ) совпадает с размерностью y . 

Заменой ( )( , ) ,x y ξ η→ , близкой к тождественной, система 
(1.4.1) преобразуется к виду: 

 

( )2 , , ,tξ ε ξ η ε= Ξ , ( ) 00 xξ = , xDξ ∈ ; 
 

( ) ( )2
0 , , , ,Y H tη ε ξ η ε ξ η ε= + , ( ) 00 yη = , yDη∈ ;              (1.4.3) 
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( )
0

, ,
t

x X s dsξ ε ξ η= + ∫ , ( ) ( )0
0

, , ,
t

y Y s Y dsη ε ξ η ξ η= +  −  ∫ . 

Функции Ξ , H  удовлетворяют требуемым условиям гладкости и 

периодичности. Отбрасывание слагаемых ( )2O ε в (1.4.3) приводит к вы-

ражениям (1.4.2) для ξ , η . Замена ( ),y η ζ ϕ= →  согласно (1.4.2) с уче-

том величин ( )2O ε  и тождества для 0η  приводит к системе с быстрой t  

и медленной ϕ  фазами вида 

( )2 , , ,A tα ε α ϕ ε= , 0(0)α α= , ( ),
TT Tα ξ ζ= ,  

( )2( ) , , ,tϕ εω α ε α ϕ ε= + Φ , ( )0(0) mod 2ϕ ϕ π= ; 

( ),
TT TZΑ = Ξ , ( )

1
0 0 0, ,

TTZ Hη η η
ϕ ζ ξ

−
∂ ∂ ∂ 

Φ = − Ξ ∂ ∂ ∂ 
;     (1.4.4) 

( ) ( )0
0 0, ,Yη

ω ξ ζ ξ η
ϕ

∂ 
≡ ∂ 

, Dαα ∈ , ϕ < ∞ . 

Функции A , ω , Φ  достаточно гладкие по α , ϕ , ε , кусочно-
непрерывные по t  и 2π -периодические по t  и ϕ . Начальные значения 

0α , 0ϕ  определяются заменой ( ),y ζ ϕ→  (1.4.2). Система (1.4.4) подле-

жит дальнейшему исследованию на интервале 20 Lt
ε

≤ ≤ , на котором 

медленная переменная α  может получить, вообще говоря, приращение 
1δα  . При этом с заданной степенью точности по ε  производится от-

деление быстрой фазы − аргумента t , а относительно медленные фаза ϕ  и 
переменная α  связаны. «Усредненная» система допускает введение аргу-

мента tτ ε= , 0 Lτ
ε

≤ ≤  и далее может быть подвергнута стандартному 

асимптотическому анализу [12, 16, 17, 26, 223, 310]. В случае скалярной 
фазы ϕ  применяется процедура усреднения [16, 17], разработанная для 
систем с быстро вращающейся фазой. Как и в классическом методе Кры-
лова-Боголюбова, предлагаемая схема высших степеней исходит из требо-
ваний, чтобы асимптотические разложения не содержали сингулярных 
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слагаемых типа ( )2 k
tε  на расширенном интервале 20 Lt

ε
≤ ≤ . Частная си-

туация, когда y  отсутствует, исследована ранее [311]. 
При отделении быстрой фазы t  используется замена 

( ) ( ), ,α ϕ β ψ→  такая, что уравнения не содержат t  с требуемой степе-
нью точности по ε : 

2 ( , , , )tα β ε β ψ ε= + Π , ( )2 , , ,tϕ ψ ε β ψ ε= + Γ , 

( )2 , ,β ε β ψ ε= Β , ( ) ( )2 , ,ψ εω β ε β ψ ε= + Ψ .                       (1.4.5) 

Неизвестные 2π -периодические по t , ψ  функции замены Π , Γ  
и не содержащие t  (усредненные) функции Β , Ψ  в правых частях систе-
мы (1.4.5) могут быть определены приближенно асимптотическими разло-
жениями или последовательными приближениями по степеням ε  реше-
ний уравнений в частных производных 
( ) ( ) ( )2 ' ' 2 2 2 ', , , tI tβ ψε εω ε β ε ψ ε ε+ Π Β +Π + Ψ = Α + Π + Γ −Π ,     (1.4.6) 

( ) ( )( ) ( )3 ' 2 ' 21β ψε ε ω β εψ ω β εΓ Β + + Γ + = + Π +  

( )2 2 ', , , ttε β ε ψ ε ε ε+ Φ + Π + Γ − Γ . 

В частности, первые коэффициенты разложений, определяющие 
существенную эволюцию переменных, равны 

( ){ }0 , , ,0tM t β ψΒ = Α , ( ) ( ) ( ){ }( )0
0

, ,
t

tt M dsβ ψΠ = Α − Α∫ ,  

( ){ }0 , , ,0tM tψ β ψ= Φ , ( ) ( ) ( ){ }( )0
0

, ,
t

tt M dsβ ψΓ = Φ − Φ∫ ;           (1.4.7) 

( ){ } ( ) { }' '
1 0t tM Mε ϕω βΒ = Α − Π ,  

Здесь tM  означает усреднение по явно входящему аргументу t , а 

выражения типа ( )Α , ( )Φ  отвечают значениям α β= , ϕ ψ= , 0ε = . 

Последующие коэффициенты jΒ , 1j−Π , 1j−Ψ , 1j−Γ , 2j ≥ , вычисляются 
рекуррентно. По аналогии с классической схемой усреднения при постро-
ении *j -го приближения на интервале 2t ε −

  требуется определять 

функции вплоть до 
* 1j −Β , 

* 2j −Π , 
* 2j −Ψ , 

* 3j −Γ . В частности, задача Коши 
первого приближения имеет вид 
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( )2
0 ,β ε β ψ= Α , 0(0)β α= ; 

( )ψ εω β= , ( ) 00ψ ϕ= ; 20 t Lε −≤ ≤ .                    (1.4.8) 
Система (1.4.8) подлежит дальнейшему аналитическому или чис-

ленному исследованию. Она существенно проще, чем исходная система 
(1.4.4), допускает введение медленного времени tτ ε=  и запись в стан-
дартной форме «с быстрой фазой» ψ  [12, 16, 17, 223, 310]. Если функция 

( )ω β  отделена от нуля, то фаза ψ  является вращающейся, и в первом 
приближении к системе применим метод усреднения по переменной ψ  на 

интервале времени 0 Lτ
ε

≤ ≤ , т.е. 2t ε −
 . 

Рассмотрим примеры колебательных систем, исследуемых с по-
мощью схемы усреднения второй степени. 

Пример 1. Для иллюстрации рассмотрим сперва двумерную си-
стему 

( ) ( )( ), sin ,x f x y t x yε θ= + , ( ),y x yεγ=                  (1.4.9) 

с соответствующими начальными данными. Функции f , θ , γ  считают-
ся гладкими по x , y  и 2π -периодическими по y . Согласно (1.4.3) пре-

образуем переменную x , т.е ( )( , ) ,x y yα→ ; в итоге усреднения по t  
имеют место уравнения первого приближения в медленном времени 

tτ ε= : 

( )'2 '1 cos
2 yf fξβ ε θ γ θ = − + 

 
 , ( ),y yγ β⋅ = , 0 Lτ

ε
≤ ≤ .   (1.4.10) 

Медленная переменная y  не преобразована к виду фазы, по-
скольку система (1.4.10) может быть исследована непосредственно. Если 
среднее по y  функции γ  отлично от нуля для рассматриваемых значений 

( )( )x Oβ β ε= + , то переход к фазе ϕ , а затем к ψ  согласно (1.4.3) – 
(1.4.5) проводится стандартным образом [16, 17, 223, 312]. В частности, 
если функция γ  отделена от нуля, то от аргумента τ  удобнее перейти к 

y , т.е. исследовать уравнение для 
d
dy
β

. Оно может быть усреднено по y , 

что приведет к обнулению второго слагаемого в правой части. После 
усреднения система (1.4.10) полностью интегрируется, поскольку оба 
уравнения допускают разделение переменных. Эволюция переменной β
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(и x ) будет определяться средним значением по y  функции 
2 '

2
f βθ
γ

−  и в 

общем случае составит величину ( )1O  для 1y ε −
 , т.е. 2t ε −

 . Стан-

дартная процедура [16, 17, 223] на интервале 1t ε −
  приводит к выраже-

нию ( )0x x O ε= + . 
Пример 2. При исследовании многочастотных квазилинейных си-

стем в окрестности резонанса часто возникает ситуация, когда одна из ча-

стот имеет относительно большую рассторойку (обычно ε ), чем другие. 
При соответствующих предположениях получается система вида (1.4.4), в 

которой constεω =  – указанная расстройка (далее для удобства вместо 
ε  берется параметр 2ε ). В качестве примера рассматривается система 

( ) ( )q Q q P t q+ = − Λ  , q rε= , (0) 0Q = , ' 2(0) 0Q v= > ,               (1.4.11) 

"1 (0)
2

Qχ = − , 
1 "'(0)
6

Qµ = − , 2 3sin 2 sin( )P h t f tε ε κ= + + ,  

1v εγ= + , 2ε λΛ = . 

Отбрасыванием в (1.4.11) членов ( )4O ε  и делением на ε  полу-

чается квазилинейное уравнение для r , приводимое стандартными преоб-
разованиями cos( )r x t y= + , sin( )r x t y= − +  к переменным амплитуда 

- фазовая расстройка ( ),x y . Преобразуя последовательно переменные 

( ),x y  согласно (1.4.3) – (1.4.5), получим усредненную систему первого 
приближения в медленном времени tτ ε= : 

2 21 1 1sin 2 cos( )
4 2 2

fβ ε γ β ψ γ β ψ κ λβ= − − − − +


  

22 1cos sin 2
3 2

hψ γ χγβ ψ  + −  
 

, ψ γ⋅ = , 

( ) 0 21 1exp
2 2

x O xβ ε ε γ λ τ  = + = − +    
, 0 Lτ

ε
≤ ≤ . 
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Частотная расстройка εγ  (1.4.11) приводит к дополнительному 

экспоненциальному затуханию при 2t ε −
 . Стандартный подход дает 

( )0x x O ε= +  для 1t ε −
 . 

 
Контрольные вопросы и задания 

 
1. Что называется возмущенным движением? 
2. Какие характеристики орбиты называются оскулирующими эле-

ментами? 
3. Сформулируйте теорему об изменении кинетического момента в 

векторной форме. 
4. Какие углы определяют ориентацию вектора кинетического мо-

мента G  в неподвижном пространстве? 
5. Какое движение относительно центра масс будет невозмущенным 

в случае движения спутника под действием гравитационного мо-
мента? 

6. Опишите два этапа усреднения возмущенного движения несим-
метричного спутника под действием гравитационного момента 
сил. 

7. Какое соотношение между моментами инерции твердого тела 
принимается при решении задачи? 

8. Какие переменные можно выбрать в качестве эволюционных пе-
ременных при исследовании возмущенного движения твердого 
тела, близкого к случаю Эйлера? 

9. Проведите численное интегрирование уравнения изменения ис-
тинной аномалии при различных начальных значениях величины 
ν и для орбит с разным эксцентриситетом e  с помощью метода 
Рунге-Кутта 4-го порядка. 

10. Постройте графики изменения функции ( )tν ν=  с помощью биб-
лиотеки ZedGraph.dll  и проведите анализ полученных результа-
тов. 
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Глава 2. 
Эволюция вращений твердого тела в среде с линейной диссипацией 

 
§1. Вращение тяжелого твердого тела вокруг неподвижной 

точки в вязкой среде. 
 

Результаты §1 этой главы были впервые опубликованы в работах 
авторов пособия [276, 277], § 2 – в статье [287], §3 – в статьях [278, 279]. 

 
1. Постановка задачи и процедура усреднения. 
Схема асимптотического решения, предложенная в главе 1, при-

менима не только к задачам движения искусственного спутника относи-
тельно центра масс, но и к задачам быстрого движения твердого тела от-
носительно неподвижной точки. 

Рассмотрим быстрое движение вокруг неподвижной точки несим-
метричного тяжелого твердого тела в сопротивляющейся среде. Быстрыми 
движениями будем называть такие, для которых момент приложенных сил 
относительно неподвижной точки мал по сравнению с текущим значением 
кинетической энергии вращений. 

Будем использовать те же обозначения и системы координат, что и 
в §1 главы 1 и на рис. 1, 2, с той только разницей, что начало всех систем 
координат O  берется в неподвижной точке твердого тела. Ось 3Ox  непо-
движной системы координат 1 2 3Ox x x  направим вертикально вверх. 

Соотношения между направляющими косинусами и углами Эйле-
ра представлены формулами (1.1.1). 

Уравнения движения тела относительно неподвижной точки за-
пишем в форме [26] (см. также (1.2.2), (1.2.6)): 

 

3
dG L
dt

= , 1Ld
dt G
δ
= , 2

sin
Ld

dt G
λ

δ
= , 

2 1

1 2

cos sin1 1sin sin cos L Ld G
dt A A G

ψ ψθ θ ϕ ϕ
  −

= − + 
 

,         (2.1.1) 

2 2
1 2

3 1 2

cos sin1 sin coscos
sin

L Ld G
dt A A A G

ψ ψϕ ϕ ϕθ
θ

  +
= − − + 

 
, 
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2 2
1 2 2

1 2

cos sinsin cos ctg ctgL L Ld G
dt A A G G

ψ ψψ ϕ ϕ θ δ
  +

= + − − 
 

. 

Здесь iL − моменты приложенных сил относительно осей 
( 1,2,3)iOy i = , G − величина кинетического момента, 1A , 2A , 3A − глав-

ные моменты инерции тела относительно осей системы координат 
1 2 3Oz z z , связанной с главными осями инерции тела. 

Проектирование вектора G  на оси связанной системы координат 
1 2 3Oz z z  представлено формулами (1.2.5). 

Иногда удобно наряду с введенными переменными использовать в 
качестве переменной важную характеристику − кинетическую энергию T
(см. (1.2.8)), производная по времени которой имеет вид 

( )
2 2

3 2 1
1 2 3

2 sin cos 1sin cos cos sinTT L G L L
G A A A

ϕ ϕθ θ ψ ψ⋅   
= + + − − +  

  
 

( )1 2
1 2

1 1sin cos cos sinL L
A A

ϕ ϕ ψ ψ
 

+ − +  
  

.                           (2.1.2) 

Предполагаем, что на тело действуют силы тяжести и сопротивле-
ния среды. Положение центра масс определим его координатами ( 1l , 2l , 

3l ) в связанной системе координат 1 2 3Oz z z , а также радиусом-вектором 

0r  из неподвижной точки O . Момент силы тяжести равен [58] 
(1)

3 0mg= ×L x r ,                                         (2.1.3) 
где m − масса тела, g − величина ускорения силы тяжести, 3x − единич-
ный вектор, направленный вдоль оси 3Ox . 

Зависимость диссипативного момента сил сопротивления от век-
тора угловой скорости вращения твердого тела ω  принимается линейной. 
Следуя [25], запишем в связанной системе координат 1 2 3Oz z z  выражения 
для компонент момента сил вязкого трения 

 

11 12 13
(2)

21 22 23

31 32 33

I I I p
I I I q
I I I r

  
  = −  
  
  

L .                          (2.1.4) 

Здесь ijI − постоянные коэффициенты момента сил сопротивления 
вращению тела. В выражении (2.1.4) матрица диссипации считается поло-
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жительно определенной и зависящей от формы тела и свойств среды. Пол-
ный момент приложенных сил равен (1) (2)= +L L L . 

Спроектируем (2.1.3), (2.1.4) на оси системы координат 1 2 3oy y y , 

пользуясь направляющими косинусами ijα  (1.1.1) 
3 3

1 2 3
1 2 31 1 32 1 33 1

1 1 1 2 3

cos i i i
j j i i i

j i

I I IL mg l G
A A A

δ α α α α α α α
= =

 
= − − + + 

 
∑ ∑ , 

( )
3

2 3 1
1

sin cosj j j
j

L mg l α δ α δ
=

= + −∑  

3
1 2 3

31 2 32 2 33 2
1 1 2 3

i i i
i i i

i

I I IG
A A A
α α α α α α

=

 
− + + 

 
∑ ,                                    (2.1.5) 

3 3
1 2 3

3 2 31 3 32 3 33 3
1 1 1 2 3

sin i i i
j j i i i

j i

I I IL mg l G
A A A

δ α α α α α α α
= =

 
= − − + + 

 
∑ ∑ . 

Так как изучается быстрое движение то предполагается малым от-

ношение 
0

~ 1mgl
T

ε  , где l − расстояние от центра масс до неподвижной 

точки. Сопротивление среды предполагается слабым того же порядка ма-
лости: 0/ ~ 1I G ε  , где I − норма матрицы коэффициентов сопро-
тивления. Для величин G , T  можно взять некоторые, например, началь-
ные значения 0G , 0T . 

Исследуем решение системы (2.1.1), (2.1.2) при малом ε  на 
большом промежутке времени 1t ε −

 . Для решения задачи применим ме-
тод усреднения [16 – 18]. Погрешность усредненного решения для мед-
ленных переменных составляет величину порядка ε  на интервале време-
ни, за который тело совершит 1ε −

  оборотов. 
Рассмотрим невозмущенное движение ( 0ε = ), когда моменты 

внешних сил равны нулю. В этом случае вращение твердого тела является 
движением Эйлера-Пуансо. Величины G , δ , λ , T  обращаются в посто-
янные, а θ , ϕ , ψ − некоторые функции времени t . Медленными пере-
менными в возмущенном движении будут G , T , δ , λ , а быстрыми – уг-
лы Эйлера θ , ϕ , ψ . 
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Усреднение проводится по движению Эйлера-Пуансо для нерезо-

нансных случаев. Так как частоты движения Эйлера-Пуансо 
( )1
2

,G T
πω

τ
=  

и 
( )2
2

,G T
πω

τ
=

′
 зависят от G , T , то условие их несоизмеримости может 

нарушаться (резонансные явления). Исследование резонансов требует до-
полнительного рассмотрения. Однако, так как система «не застревает» на 
резонансе (ниже показано, что переменные G  и T , от которых зависят 
частоты 1ω , 2ω , монотонно убывают), то после перехода через него дви-
жение тела снова описывается уравнениями для нерезонансного случая. 
Точность в определении медленных переменных при этом составит на ин-

тервале 1t ε −∆   величину ( )lnε εΟ  [12, 319], которая стремится к 

нулю при 0ε → . 
Примем для определенности 1 2 3A A A> >  и рассмотрим движение 

при условии 2
1 22 2TA G TA≥ > , соответствующем траекториям вектора 

кинетического момента, охватывающим ось 1Oz . Введем величину 2k  со-
гласно (1.3.6), представляющую собой в невозмущенном движении посто-
янную – модуль эллиптических функций, описывающих движение Эйлера-
Пуансо. В возмущенном движении 2k  будет медленной переменной, каче-
ственно характеризующей вращение твердого тела. 

Для построения системы усредненных уравнений первого при-
ближения подставим решение невозмущенного движения Эйлера-Пуансо 
(1.3.8) в правые части уравнений (2.1.1), (2.1.2) и проведем усреднение по 
переменной ψ , а затем по времени t  с учетом зависимости θ , ϕ  от t . 
Подобная схема усреднения была использована при исследовании движе-
ния тела с трехосным эллипсоидом инерции относительно центра масс в 
[26, 276 – 278, 287]. Для медленных усредненных переменных сохраняют-
ся прежние обозначения. В результате, используя формулы для интегралов 
от эллиптических функций [308], получим 

2
1 31

2
1 3

( 2 )
2 ( )

A G TAmgl
G K k A A
πλ⋅ −

=
−

, 0δ ⋅ = , 

( ) ( ){ 2
22 1 3 33 1 2( ) ( )

( )
GG I A A W k I A A k W k

R k
⋅  = − − + − − +   
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         [ ]}11 2 3( ) 1 ( )I A A W k+ − − , 

( ) ( ){ 2
22 1 3 33 1 2

2 ( ) ( )
( )
TT I A A W k I A A k W k

R k
⋅  = − − + − − +   

21 2 1 3 2 3 33

3

( )( )( ) ( )
( )

A A A A A A I k W k
S k A

− − −  + − +  
             

 (2.1.6) 

        
( ) [ ]2 2 322 11

2 1

( ) ( )1 ( ) 1 ( )
( )

A A R kI Ik W k W k
A A S k

 − + − + − 
 

, 

( ) ( ) 2
1 2 3 3 1 2( )R k A A A A A A k= − + − , 

( )( ) 1
( )

E kW k
K k

= − , 2
2 3 1 2( ) ( )S k A A A A k= − + − . 

Здесь ( )K k  и ( )E k − полные эллиптические интегралы первого и 
второго рода. 

После ряда преобразований, дифференцируя выражение для 2k  
(1.3.6) и используя уравнения для G⋅  и T ⋅  (2.1.6), получим дифференци-
альное уравнение 

2
2 2 ( )(1 )(1 ) [(1 ) (1 ) ]

( )
dk E kk k
d K k

χ χ χ
ξ
= − − − − + + , 

22 1 3 11 2 3 33 1 2 33 1 11 3 2(2 ) / [( ) ]I A A I A A I A A I A I A Aχ = − − − ,        (2.1.7) 

*( ) /t t Nξ = − , 1 3 33 1 11 3/ ( )N A A I A I A= − . 

Здесь *t − постоянная. Значению 2 1k =  отвечает равенство 
2

22TA G= , что соответствует сепаратрисе для движения Эйлера-Пуансо. 

Если для некоторого решения уравнения (2.1.7) равенство 2 1k =  достига-
ется, то выберем *t  так, чтобы 2 1k =  при 0ξ = , *t t= . Отметим, что в за-
висимости от соотношений между величинами 11I , 33I , 1A , 3A  параметр 
N  может принимать положительные и отрицательные значения. 

Из уравнений (2.1.6) следует, что наличие сопротивления среды 
приводит к эволюции как кинетической энергии тела T , так и величины 
кинетического момента G . Непосредственно видно, что в первом при-
ближении на изменение T  и G  оказывает влияние только сила сопротив-
ления среды, причем в уравнения входят лишь диагональные коэффициен-
ты iiI  матрицы момента трения, введенной в (2.1.4). Члены, содержащие 
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недиагональные компоненты ( )ijI i j≠ , выпадают при усреднении. Угло-
вая скорость вращения вектора кинетического момента вокруг вертикали 
λ⋅  зависит как от действия силы тяжести, так и от силы сопротивления 
среды. Отметим, что действие этих сил не приводит к изменению угловой 
переменной δ  и отклонение от вертикали остается постоянным в указан-
ном приближении. 

Уравнение (2.1.7) описывает усредненное движение конца вектора 
кинетического момента G  на сфере радиуса G . Третье уравнение (2.1.6) 
описывает изменение радиуса сферы с течением времени. 

Выражение, стоящее в фигурных скобках правой части уравнения 
для G  положительно (при 1 2 3A A A> > ), так как справедливы неравен-

ства 2(1 )k K E K− ≤ ≤  [308]. Каждый коэффициент при iiI  является не-

отрицательной функцией 2k , причем одновременно они все в нуль обра-
титься не могут. Поэтому / 0dG dt <  при 0G > , т.е. переменная G  стро-
го убывает для любых 2 [0,1]k ∈ . Аналогично показывается, что кинети-
ческая энергия также строго убывает. 

Уравнения (2.1.6), (2.1.7) для G , T , 2k  допускают интегрирова-
ние в квадратурах. Запишем их в виде 

( )2
GG Gf k⋅ = − , ( )2

TT Tf k⋅ = − , ( ) ( )2 2 ,kk f k
⋅
=  (2.1.8) 

где Gf , Tf  и kf − функции, определенные в (2.1.6), (2.1.7). Отсюда нахо-
дим 

( )
2

2
0

2
0 exp ( )

k

G
k

G k G F n dn
 
 = −
  
∫ , ( )

2

2
0

2
0 exp ( )

k

T
k

T k T F n dn
 
 = −
  
∫ , 

( ) ( )
( )

2
,2

, 2

G T
G T

k

f k
F k

f k
= , 

2

2
0

0( )

k

kk

dn t t
f n

= −∫ .                     (2.1.9) 

Оценивая функцию Gf  из (2.1.8), находим, что справедливо диф-
ференциальное неравенство 

G G

Gf f
G− +

⋅

− ≤ ≤ − , 2 [0,1]k ∈ ,                       (2.1.10) 

где G
f − , G

f + − положительные постоянные. Следовательно, интегрируя 

(2.1.9), получим оценку для G  
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0 0exp( ) exp( )
G G

G f t G G f t− +− ≤ ≤ − .                 (2.1.11) 

Аналогичные неравенства справедливы для T , они получаются 
заменой G  на T . 

 
2. Исследование уравнения для 2k . 
Основным этапом в исследовании движения тела является анализ 

уравнения (2.1.7). Интересно, что (2.1.7) совпадает с уравнением, получен-
ным для случая свободного пространственного движения тела с полостью, 
заполненной жидкостью большой вязкости [134, 135]. Отметим, что в 
уравнение (2.1.7) не входит ускорение силы тяжести. На эволюцию 2k  
оказывает влияние только сопротивление среды и в силу того, что это 
уравнение интегрируется самостоятельно, происходит частичное разделе-
ние влияния сопротивления и тяжести. Полное разделение в данном случае 
не имеет места, так как медленно убывающие переменные G , T  входят в 
правую часть выражения для λ⋅ . Заметим, что в [58] исследовано влияние 
малого возмущающего момента силы тяжести на движение твердого тела 
(сопротивление отсутствует), в этом случае G , T  сохраняются постоян-
ными. 

Нетрудно проверить, что χ  из (2.1.7) можно представить в виде 

3 1 1 2

3 1 1 2

A A
A A
χ χχ
χ χ
−

=
+

, 1 22 1 11 2I A I Aχ = − , 2 33 2 22 3I A I Aχ = − . 

Так как величины 1χ , 2χ  могут принимать любые значения, то в 
зависимости от параметров задачи величина χ  изменяется в диапазоне от 
−∞  до +∞ . В работах [134, 135] выполнялись неравенства 1 0χ > , 

2 0χ >  и, следовательно, 1χ ≤ . В статье [138] рассматривалось уравне-
ние вида (2.1.7) для твердого тела с полостью произвольной формы, за-
полненной сильно вязкой жидкостью, где параметр χ  изменялся в преде-

лах 3χ ≤ . В указанных работах проведено численное интегрирование 

уравнения (2.1.7) при начальном условии 2 (0)k  близком к 1. 

Показано, что функция 2k  монотонно убывает от 1 до 0 с ростом 
ξ , причем тем быстрее, чем больше χ . 

Уравнение вида (2.1.7) получено также в [59] при исследовании 
влияния вихревых токов на вращение и ориентацию спутника с трехосным 
эллипсоидом инерции и в [316] при рассмотрении движения около центра 
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масс быстро вращающегося твердого тела под действием сил, возникаю-
щих при движении проводника в однородном магнитном поле. 

Далее исследуется семейство решений уравнения (2.1.7), соответ-
ствующее различным ( ),χ ∈ −∞ +∞ . Заметим, что для 3χ < −  появляют-
ся новые качественные эффекты, а при 3χ >  характер решения тот же, 

что и при 3χ ≤ . Действительно, как видно из графиков функций 
2 ( , )k χ ξ , приведенных на рис. 4 для 3,0,1,3,5,8χ = − , большим χ  соот-

ветствуют более быстро убывающие функции аргумента ξ . 

 
                                              Рис. 4 

 

При 3χ < −  уравнение (2.1.7) для 2k  допускает стационарные 

точки 2 2
*k k=  т.е. независимо от G  и T  величина 2k  в силу уравнения 

(2.1.7) остается постоянной при соответствующем выборе начальных 
условий. Отметим, что при 3χ > −  таких стационарных точек (кроме 

0k = , 1k = ) не существует. 
Определим квазистационарные решения 2 2

*k k= , для чего при-
равняем правую часть (2.1.7) нулю. Полученное уравнение разрешим от-
носительно χ  

[ ]
2 2

2

1 (1 ) ( ) / ( )
(1 ) ( ) / ( ) 1

k k E k K k
k E k K k

χ − + +
=

− −
.                        (2.1.12) 

График зависимости χ  от 2k , определенный численно, изобра-
жен кривой 1 на рис. 5, из которой следует, что при любом 3χ < −  суще-
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ствует единственное значение 2
* (0,1)k ∈ , отвечающее квазистационарно-

му движению 2 2
* constk k= = . Был проведен численный анализ уравнения 

(2.1.7) при 3χ < − . Для заданных значений 2
* (0,1)k ∈ , отвечающих квази-

стационарному движению, соответствующие значения χ  определялись по 
формуле (2.1.12). На рис. 6 изображены типичные графики функций 

2 ( , )k χ ξ , полученные в результате численного интегрирования уравнения 

(2.1.7). Здесь сплошная кривая получена при 2
* 0.8k = , а кривая с марке-

рами при 2
* 0.2k = . Каждый график содержит три ветви. В качестве 

начального условия для верхних ветвей выбиралось 2 (0) 1 ( 1)k ι ι= −  . 
Две нижние ветви на каждом графике были построены при начальных 
условиях 2 2

*(0) 0.5k k= . При этом  возрастающая ветвь отвечает интегри-
рованию для 0ξ > , а убывающая ветвь является зеркальным отражением 

относительно прямой 0ξ =  зависимости 2 ( , )k χ ξ , полученной при 0ξ <  
 
 

 
Рис. 5 

 
Изображенные кривые позволяют для указанных значений пара-

метров исследовать уравнение (2.1.7) и построить решение при любом 
начальном условии. Действительно, ввиду автономности уравнения (2.1.7) 
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Рис. 6 

 
для 2k  решение 2 ( , )k χ ξ  при любых начальных условиях определяется 
сдвигом начала отсчета по оси ξ . Поэтому при любом начальном значе-

нии 2 2
0k k=  можно, выбрав соответствующую ветвь графиков, описать 

дальнейшее изменение 2k  этой ветвью. Если 2 2
0 *k k> , то берется верхняя 

ветвь, если 2 2 2
* 0 *0.5k k k≤ < − средняя. 

Если же 2 2
0 *0.5k k< , то берется нижняя ветвь, движение по кото-

рой происходит с ростом ξ  в отрицательную сторону до 2 2
*0.5k k= , по-

сле чего переходим на среднюю ветвь. При 2 2
0 *k k=  имеем стационарное 

решение. 
 
3. Качественное исследование частных случаев движения 

твердого тела. 
Рассмотрим некоторые частные случаи движения. При 

33 1 11 3I A I A=  в соотношениях (2.1.7) имеем N , χ →∞ . После раскры-
тия неопределенности вместо уравнения (2.1.7) получим 

( )
2

11 3 22 1
1 2

2 ( )1
( )

dk E kI A I A
dt A A K k

 
= − − 

 
.                  (2.1.13) 
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Следовательно, при 11 3 22 1I A I A>  переменная 2k  возрастает и 

стремится к единице, при 11 3 22 1I A I A<  величина 2k  убывает и стремится 
к нулю, т.е. движение стремится к вращению вокруг оси 1Oz , соответ-
ствующей максимальному моменту инерции 1A  (см. рис.3). 

Из (2.1.7) следует, что решение 2 0k =  удовлетворяет уравнению. 
Такое квазистационарное движение отвечает замедленному вращению во-
круг оси с наибольшим моментом инерции. 

Из уравнений (2.1.6) для переменных G  и T  при 2 0k =  полу-
чаются выражения  

11
0

1

exp IG G t
A

 
= − 

 
, 11

0
1

exp 2 IT T t
A

 
= − 

 
. 

Формально полагая 2 1k = , что соответствует движению по сепа-
ратрисе случая Эйлера-Пуансо, имеем 

22
0

2

exp IG G t
A

 
= − 

 
, 22

0
2

exp 2 IT T t
A

 
= − 

 
. 

Таким образом, в частных случаях вращения твердого тела вокруг 
оси 1Oz  и движения по сепаратрисе наличие силы сопротивления среды 
приводит к тому, что величина кинетического момента и кинетическая 
энергия убывают по экспоненциальному закону.  

Аналогичные рассуждения могут быть проведены в области 
2

2 32 2TA G TA> ≥ . При этом значение 2 0k =  отвечает вращению вокруг 
оси 3Oz , соответствующей минимальному моменту инерции 3A  (см.  
рис. 3). 

При малых 2k , отвечающих движениям твердого тела, близким к 
вращениям вокруг оси 1Oz , правую часть уравнения (2.1.7) можно упро-
стить используя разложения полных эллиптических интегралов в ряды по 

2k  [308]. В этом случае (2.1.7) интегрируется и асимптотическое решение 
записывается в виде 

( )3 1 2 33 1 11 32
1 2

1 2 3

(3 )exp exp
2

A A I A I A
k C C t

A A A
χχ ξ  + − + = − = −     

,    (2.1.14) 

где 1 0C > , 2 0C > − постоянные. 
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В случаях малых 2k  аналитическое выражение для величины ки-
нетического момента и кинетической энергии (2.1.9) можно получить в 
явном виде. Так, например, формула (2.1.9) для G  в этом случае с по-
грешностью ( )4O k  может быть записана следующим образом 

( )3 1 2 33 1 11 311
0 1

1 1 2 3

exp exp 1
A A I A I AIG G t b t

A A A A
χ   + −  = − + − −        

,    (2.1.15) 

( )
( )( )

2 33 1 11 3
1

1 3 22 1 3 33 1 2 11 2 32 2
C I A I A

b
A A I A A I A A I A A

−
= −

− + −
. 

Аналогичным образом может быть выражена зависимость ( )T t . 

Для величин 2k , близких к единице и отвечающих движениям 
твердого тела вблизи сепаратрисы, правую часть (2.1.7) можно записать 
применяя асимптотические разложения ( )E k , ( )K k  при 2 1k   [308]. В 
результате разложения и последующего интегрирования уравнения (2.1.7) 
получим 

2

2

1 4 1ln
2 21
k

k
ξ

 −
= + 

− 
.                               (2.1.16) 

Отметим, что производная функции 2k  при 0ξ =  равна нулю. 

Кроме того, уравнение (2.1.7) допускает точное частное решение 2 1k = , 
поэтому при 2 1k =  теряется единственность решения. Это обстоятельство 
связано с тем, что при 2 1k =  периодические движения Эйлера-Пуансо 
вырождаются в апериодическое движение по сепаратрисе и условия при-
менимости метода усреднения нарушаются. Однако, как следует из работ 
[12, 23, 313], метод усреднения пригоден для описания движений при всех 
начальных условиях, кроме множества малой меры; ухудшается лишь точ-
ность метода. 

 
4. Исследование устойчивости квазистационарных движений. 
Устойчивость квазистационарных движений, найденных в пп.2, 3 

проанализируем в рамках усредненного уравнения (2.1.7). Для этого опре-
делим знак функции 2/ k∂Φ ∂  при значении χ , соответствующем квази-

стационарным движениям (здесь ( )2 ,k χΦ  -  правая часть (2.1.7)). На 

рис.5 кривая 2 изображает график функции 2/ k∂Φ ∂ , полученный в ре-
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зультате численного расчета. Как следует из графика, 2/ 0k∂Φ ∂ < , т.е. 
все квазистационарные движения п. 2 асимптотически устойчивы по от-
ношению к переменной 2k  (в смысле [314] для 0ξ ≥ ). Это видно также из 
графика рис. 6. 

В истинном времени *t t≥  имеет место устойчивость при 0N >  
или 33 1 11 3I A I A> , см. (2.1.7). В обратном случае, при 0N < , 33 1 11 3I A I A<
, эти квазистационарные движения неустойчивы. 

Асимптотическая устойчивость понимается в том смысле, что при 
малых отклонениях следа вектора G  на единичной сфере от движения по 
траектории Эйлера-Пуансо, отвечающей квазистационарному движению, 
след вектора G  стремится с течением времени возвратиться на эту траек-
торию. 

Квазистационарное движение 2 0k = , согласно (2.1.14), для 0ξ >  
асимптотически устойчиво при 3χ > −  и неустойчиво при 3χ < − . В ис-
тинном времени для *t t≥  данное движение может быть как асимптотиче-
ски устойчивым, так и неустойчивым – в зависимости от величины χ  и 
знака параметра N . 

На основе проведенного анализа получаем следующую качествен-
ную картину движения. Рассмотрим сначала случай 0N > . Функцией 
(2.1.14) и формулами (1.3.6) для 2k , (2.1.6), (2.1.7) движение описывается 
при *t t≥ , т.е. в области 2

1 22 2TA G TA≥ > . При *t t≤  выполняются нера-

венства 2
2 32 2TA G TA> ≥ , соответствующие траекториям вектора кине-

тического момента, охватывающим ось 3Oz  (рис. 3). В этом случае нужно 
поменять местами 1A  и 3A , 11I  и 33I  в формулах (1.3.6), (2.1.6), (2.1.7), а 
также заменить 1l  на 3l  в (2.1.6). Тогда уравнение (2.1.7) сохранит свой 
вид, но в нем нужно будет заменить χ  на χ− , N  на N− . Аналогично 
определяется движение при 0N < . Предполагается, что в момент времени 

*t t=  движение (одна из ветвей на рис. 6) переходит через сепаратрису, 
однако, как уже отмечалось, здесь возможно «застревание» на неопреде-
ленно долгое время для множества начальных данных малой меры [12, 23, 
313]. 

На рис. 7 показан характер изменения величины 2k  в зависимости 
от χ , N  в истинном времени t . Указаны точки, соответствующие квази-
стационарным движениям, а стрелками показано направление движения. 
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Буквы 1z , 2z , 3z  – оси тела, которым соответствует данное значение 2k , 

причем слева от 2z  расположена область, где 2
1 22 2TA G TA≥ > , а справа 

– область, в которой 2
2 32 2TA G TA> ≥ . 

 
Рис. 7 

 
Полученным результатам можно дать следующую интерпретацию. 

Введем обозначения  
/ ( 1,2,3)I A ii ii iµ = = , 2/ ( 1,2,3)i i iβ µ µ= = .                (2.1.17) 

Вращение тела вокруг одной из главных осей, например 1Oz , под 
действием диссипативного момента описывается соотношениями 

1 11
dA I
dt
ω ω= − , 1const exp( )tω µ= ⋅ − . 

Поэтому величины iµ  в (2.1.17) имеют смысл коэффициентов 
торможения вращений вокруг осей инерции iOz . Безразмерные величины 

iβ  равны соответствующим коэффициентам, отнесенным к 2µ ; при этом 

2 1β = . Соотношения (2.1.7) для χ , N  перепишем через iβ  в виде 

1 3

3 1

2 β β
χ

β β
− −

=
−

, 
2 3 1

1
( )

N
µ β β

=
−

.                      (2.1.18) 

В плоскости 1 3β β  проведем прямую 3 1β β= , на которой N  ме-
няет знак, и прямые 1 31 2β β+ =  и 3 11 2β β+ = , отвечающие согласно 
(2.1.18) равенствам 3χ = ± . Эти прямые разбивают квадрант 1 0β > , 

3 0β >  на шесть областей, изображенных на рис. 8. Номера областей от-
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вечают порядковому номеру качественных картин движения, изображен-
ных на рис. 8. Отсюда видно, что число квазистационарных режимов дви-
жения и их устойчивость зависят от относительной величины коэффици-
ентов затухания вращений iµ  вокруг главных осей инерции. 

 
Рис. 8 

 
Итак, в рассматриваемом приближении возмущенное движение 

тела складывается из быстрого движения Эйлера-Пуансо вокруг вектора 
G  и из медленной эволюции параметров этого движения.  

Величины кинетического момента и кинетической энергии строго 
убывают, и их изменение зависит только от наличия сопротивления среды. 
Движения самого вектора G  в пространстве описывается первыми двумя 
уравнениями системы (2.1.6) и происходит с постоянным отклонением от 
вертикали δ=const . В отличие от случая воздействия только силы тяже-
сти [58] скорость вращения вектора G  вокруг вертикали переменна. Эво-
люция параметров движения Эйлера-Пуансо в системе координат, связан-
ной с телом, описывается уравнением (2.1.7) и качественно представлена 
на рис. 8. 

 
5. Пример 3. Случай динамической симметрии. 
Для осесимметричного тела ( 1 2A A= ) система усредненных урав-

нений для медленных переменных принимает вид  
3 cosmgl

G
λ θ⋅ = , 0δ ⋅ = ,                             (2.1.19)  
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( )
2

233
11 22

1 3

sin cos
2

IG I I
G A A

θ θ
⋅  
= − + + 

 
, 33 11 22

3 1

sin cos
2

I I I
A A

θ θ θ⋅  +
= − 

 
. 

Уравнения (2.1.19) указывают на то, что сопротивление среды 
приводит к эволюции G  и θ , которые оставались постоянными в [58] при 
отсутствии сопротивления среды. 

Интегрируя последнее уравнение (2.1.19), получим 

33 11 22
0

3 1

I I +Itgθ=tgθ exp t
A 2A

  
−  

   
.                         (2.1.20) 

Из (2.1.20) видно, что при 33 11 22

3 12
I I I
A A

+
>  угол θ  увеличивается и 

стремится к 
2
π

. Окончательным движением здесь будет вращение вокруг 

оси перпендикулярной оси динамической симметрии. 
При 11 22 33I I I I= = =  и 1 3A A>  динамически вытянутое тело 

опрокидывается. Такой результат был найден в [25] для динамически сим-
метричного спутника, находящегося под действием сил аэродинамической 

диссипации. В случае 3311 22

1 32
II I

A A
+

>  угол θ  убывает и стремится к нулю. 

В этом случае при 11 22 33I I I I= = =  выполняется условие устойчивости 

3 1A A> , полученное в [315]. 
Таким образом, динамически сжатое тело стабилизируется вокруг 

оси симметрии, что также совпадает с выводом [25]. Окончательное дви-
жение будет вращением вокруг оси динамической симметрии. Отсюда 
можно сделать вывод, что движение стремится к вращению вокруг оси с 
наибольшим моментом инерции. 

Третье уравнение (2.1.19) при подстановке выражения для θ  
(2.1.20) интегрируется в явном виде 

2 2 2 233 11 22
0 0 0

3 1

cos exp 2 tg expI I IG G t t
A A

θ θ
    +

= − + −    
    

.  (2.1.21) 

Исследуем скорость вращения λ⋅  вектора кинетического момента 
вокруг вертикали. Из уравнений (2.1.19) и соотношений (2.1.20), (2.1.21) 
следует, что  
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( )1/22
3 0

233 33 11 22
0 0

3 3 1

1 tg

exp tg exp

mgl

I I I IG t t
A A A

θ
λ

θ

⋅
+

=
     + − + −     

      

.     (2.1.22) 

При этом, согласно (2.1.22), в случае 33 11 22

3 12
I I I
A A

+
>  угловая ско-

рость λ⋅  вращения вектора кинетического момента G  вокруг вертикали 

убывает: 0λ⋅ →  при t →∞ . При 3311 22

1 32
II I

A A
+

>  величина λ⋅  возрастает, 

т.е. λ⋅ →∞  при t →∞ . Если 3311 22

1 32
II I

A A
+

= , то 
( )1/22

3 0
2

0 0

1 tg
tg

mgl
G

θ
λ

θ
⋅

⋅

+
→  

при t →∞ . 
 
§2.Вращение тяжелого гиростата в сопротивляющейся среде. 
 
Рассмотрим быстрое движение вокруг неподвижной точки в со-

противляющейся среде несимметричного тяжелого твердого тела со сфе-
рической полостью, заполненной жидкостью большой вязкости. 

Воспользуемся системами координат, введенными в §1 главы 1 и 
поместим начало всех систем координат О в неподвижной точке твердого 
тела. Соотношения между направляющими косинусами и углами Эйлера 
заданы формулами (1.1.1). 

Уравнения движения тела относительно неподвижной точки для 
несимметричного тела записываются в виде (1.2.2), (1.2.6). В выражения 
проекций момента iL  в формулах (1.2.2) для нашей задачи входят слагае-
мые, учитывающие силу тяжести, силу сопротивления среды и влияние 
вязкой жидкости в полости на движение твердого тела. Первые два из них 
приведены в §1 главы 2. 

Для нахождения малого возмущающего момента, обусловленного 
влиянием вязкой жидкости на движение твердого тела, используются вы-
ражения правой части уравнений движения свободного тела с жидкостью 
[134, 135]. 

2
1 3 2 3 1 3 1 3 2

1 2 3

( ) ( )( )PA p A A qr p A A A A A A r
A A A
ρ⋅ + − = − + − +

2
2 1 2 1 2 3( )( )A A A A A A q + − + −  .                                                (2.2.1) 
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Остальные уравнения получаются циклической перестановкой 
символов 1A , 2A , 3A  и p , q , r . Уравнения (2.2.1) образуют замкнутую 
систему, поэтому кинематические соотношения не выписываем. Здесь в 
слагаемых, учитывающих влияние вязкой жидкости в полости на движе-
ние твердого тела, ρ  – плотность жидкости. Постоянный тензор P  зави-
сит лишь от формы полости и характеризует диссипацию энергии за счет 
вязкой жидкости. 

В рассматриваемой задаче тензор P  зададим в виде ij ijP Pδ= , 

где ijδ  – символ Кронекера, а 0P > . Так, например, для сферической по-
лости радиуса a  имеем  согласно [134, 135] 

78
525

aP π
= .                                                  (2.2.2) 

Предполагается, что полость заполнена жидкостью достаточно большой 

вязкости, поэтому 0

1 2 3

PG
A A A
ρ

ε
ϑ

 , где 0G  – начальное значение кинетиче-

ского момента тела, ϑ – коэффициент кинематической вязкости жидкости. 
Связь между компонентами вектора момента приложенных сил в 

системах координат 1 2 3Oz z z  и 1 2 3Oy y y  задается соотношением  

1

2

3

1 11 12 13

2 21 22 23

3 31 32 33

Oz

Oz

Oz

LL
L L
L L

α α α
α α α
α α α

        =     
         

.                            (2.2.3) 

Здесь 
iOzL  – проекции на оси ( 1,2,3)iOz i =  момента сил тяжести, 

внешнего сопротивления и возмущающего момента, обусловленного вли-
янием вязкой жидкости в полости на движение твердого тела. В результате 
получим выражения 

3 3
1 2 3

1 2 31 1 32 1 33 1
1 1 1 2 3

cos i i i
j j i i i

j i

I I I
L mg l G

A A A
δ α α α α α α α

= =

− − + + +
 

=  
 

∑ ∑
 

(
3

1 3 1 3 2

1 2 3 1 3

( )( )
sin 2 sin cos cos cos

2
A A A A APG

A A A A A
ρ θ ϕ ψ θ ϕ

ϑ
 − + −

+ −


 

) 31 2 1 2 3

1 2

( )( )
sin sin cos sin sin 2

2
A A A A A

A A
ψ ϕ ψ θ ϕ

− + −
− + −
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)(2 3 2 3 1

2 3

( )( ) sin 2 cos cos cos sin sin cos ,
2

− + −
− + 

A A A A A
A A

θ ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ

(2.2.4)
 ( )

3

1 3 1
1

sin cos
=

= + −∑ j j j
j

L mg l α δ α δ
 

3
1 2 3

31 2 32 2 33 2
1 1 2 3

i i i
i i i

i

I I IG
A A A
α α α α α α

=

 
− + + + 

 
∑

(
3

1 3 1 3 2

1 2 3 1 3

( )( )
sin 2 sin cos sin

2
A A A A APG

A A A A A
ρ θ ϕ ψ ϕ

ϑ
 − + −

+ +


 

) 31 2 1 2 3

1 2

( )( )
sin cos cos sin sin sin 2

2
A A A A A

A A
ψ θ ϕ ψ θ ϕ

− + −
+ + +  

( )2 3 2 3 1

2 3

( )( )
sin 2 cos cos cos sin cos sin

2
A A A A A

A A
θ ϕ ψ ϕ ψ θ ϕ

− + −
+ − 


, 

3 3
1 2 3

3 2 31 3 32 3 33 3
1 1 1 2 3

sin i i i
j j i i i

j i

I I IL mg l G
A A A

δ α α α α α α α
= =

 
= − − + + 

 
∑ ∑ . 

 
Здесь ijI – коэффициенты момента сопротивления вращению тела 

[25], предполагаемые постоянными. 
 

Так как изучается быстрое движение, то предполагается малым 

отношение 
0

1mgl
T

ε  , где l – расстояние от центра масс до неподвиж-

ной точки, 0T – начальное значение кинетической энергии тела. Сопротив-
ление среды предполагается слабым того же порядка малости: 

0/ 1I G ε  , где I – норма матрицы коэффициентов сопротивления. 
В выражениях (2.2.4) проекции диссипативного момента сил, обу-

словленного вязкой жидкостью в полости, записаны с точностью до вели-
чин первого порядка малости. 

Переходим к исследованию вращения твердого тела под действи-
ем моментов указанного вида. Проведя процедуру усреднения по схеме §1 
главы 1 и сохраняя для усредненных медленных переменных прежние обо-
значения, получим 
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2
1 31

2
1 3

( 2 )
2 ( )

A G TAmgl
G K k A A
πλ⋅ −

=
−

, 0δ ⋅ = ,                                                (2.2.5) 

( ) ( ){ 2
22 1 3 33 1 2( ) ( )

( )
GG I A A W k I A A k W k

R k
⋅  = − − + − − +   

[ ]}11 2 3( ) 1 ( )I A A W k+ − − , 

[ ]4 2
1 3 2 3 1 2 2 1 3 2 1 3

2 2 2 2
1 2 3

( ) ( )( ) ( ) 2
6 ( )

PG A A A A A A A A A A A A
T

A A A R k
ρ

ϑ
⋅ − − − + − +
= ×  

( )( ) ( ) ( )* 2 * * 2 ( )1 1 1 1
( )

E kk k
K k

χ χ χ
  × − − − − + + −   

 

( 22 1 3
2 ( ) ( )
( )
T I A A W k

R k
− − +  

2 1 2 1 3 2 3
33 1 2

( )( )( )( ) ( )
( )

A A A A A AI A A k W k
S k

− − − + − − + ×   

( ) [ ]2 233 11 2 322

3 2

( ) ( )
( ) 1 ( ) 1 ( )

( )
I I A A R kI

k W k k W k W k
A A S k

  − 
 × − + − + −   

 
. 

Здесь 
[ ]

2 2
2 1 2 2 1 3*

1 3 2 1 3 2 1 3

3 ( )
( ) ( ) 2

A A A A A A
A A A A A A A A

χ
 + − + =

− + − +
, ( )R k , ( )W k , ( )S k  вве-

дены согласно (2.1.6). 
Из уравнений (2.2.5) следует, что наличие полости с вязкой жид-

костью и сопротивляющейся среды приводит к эволюции кинетической 
энергии тела T  и величины кинетического момента G . Непосредственно 
видно, что в первом приближении на изменение T  оказывает влияние 
вязкая жидкость в полости и сопротивление внешней среды. Эволюция ве-
личины кинетического момента G  зависит только от сопротивления сре-
ды и происходит согласно описанному в §1 данной главы. Момент сил 
вязкой жидкости в полости является внутренним. 

Уравнение (2.2.5) для T  содержит слагаемые, характеризующие 
влияние вязкой жидкости в полости и сопротивление среды. Слагаемое, 
обусловленное влиянием жидкости в полости, отрицательно согласно [134, 
135]. Каждое слагаемое выражения в круглых скобках уравнения для T , 
характеризующее влияние сопротивления среды, является положительной 
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величиной. Таким образом, кинетическая энергия T  также строго убыва-
ет. 

Угловая скорость вращения вектора кинетического момента во-
круг вертикали λ⋅  зависит от воздействия силы тяжести, сопротивления 
среды и демпфирующего влияния вязкой жидкости в полости тела. В пер-
вом приближении метода усреднения отклонение вектора кинетического 
момента от вертикали δ  остается постоянным. 

В результате ряда преобразований, используя (1.3.6) и два послед-
них уравнения (2.2.5), получим дифференциальное уравнение для пере-
менной 2k  

[ ]22
1 3 2 1 3 2 1 3

2 2 2
1 2 3

( ) ( ) 2
3

PG A A A A A A A Adk
dt A A A

ρ
ϑ

− + − +
= ×

                    
(2.2.6) 

( )( ) ( ) ( )* 2 * * 2 ( )1 1 1 1
( )

E kk k
K k

χ χ χ
  × − − − − + + +   

 

( ) ( )( ) ( ) ( )33 1 11 3 2 2

1 3

2 ( )1 1 1 1
( )

I A I A E kk k
A A K k

χ χ χ
−  

 + − − − − + +  
 

. 

Здесь параметр χ  вводится согласно формуле (2.1.7). 
Уравнения (2.2.5), (2.2.6) описывают движение при условии 

2
1 22 2TA G TA≥ > , соответствующем траекториям вектора кинетического 

момента, охватывающим ось 1Oz  (рис.3). Когда выполняются неравенства 
2

2 32 2TA G TA> ≥ , описывающие траектории вектора кинетического мо-
мента, охватывающим ось 3Oz , нужно в уравнениях (2.2.5), (2.2.6) поме-
нять местами параметры 1A  и 3A , 11I  и 33I , а также заменить 1l  на 3l  в 

уравнении для λ⋅  (2.2.5). Тогда формула (2.2.6) сохраняет свой вид, но в 
ней нужно заменить χ  на χ− , *χ  на *χ− . 

Уравнение для переменной G  (2.2.5) совпадает с соответствую-
щим уравнением (2.1.6), для которого доказано, что 0G⋅ <  для всех 

[ ]2 0,1k ∈ . Кинетический момент асимптотически экспоненциально убы-
вает и стремится к нулю, причем закон убывания может быть оценен: 

exp( )G tγ−  ( const 0γ = > ). При этом переменная 2k  изменяется со-
гласно уравнению (2.2.6). Стационарными точками уравнения (2.2.6) яв-
ляются значения 0k = , 1k = . 
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Отметим, что по сравнению с (2.1.7) правая часть уравнения для 
2k  (2.2.6) зависит от неизвестной G , а в отличие от [134, 135], где учиты-

вается только влияние жидкости в полости, величина G  переменна во 
времени. В общем случае систему уравнений для G  и 2k  проинтегриро-
вать не удается, а ее исследование представляет трудности. 

Проинтегрируем эту систему численно при начальных условиях 
(0) 1,414G = ; 2 (0) 0,99k = , что соответствует движению, близкому к пе-

реходу через сепаратрису. Принимаем, кроме того, для определенности 

1 3,2A = ; 2 2,6A = ; 3 1,67A = , что соответствует значению * 0,112χ = . 

На рис. 9 изображены  графики функций 2k , G , полученные в результате 
численного интегрирования. Кривые 1, 2 соответствуют значениям пара-
метров 4,471χ = −  ( 11 2,322I = ; 22 1,31I = ; 33 1,425I = ) и 3,852χ =  (

11 0,919I = ; 22 5,228I = ; 33 1,666I = ). Как видно, в первом случае вели-

чина кинетического момента G  убывает «быстрее» 2k , а во втором слу-
чае для значений параметров переменная 2k  приближается к нулю «быст-
рее» G , т.е. движение стремится к вращению вокруг оси 1Oz . 

 
Рис. 9 

Кроме того, для первого случая был проведен численный анализ 
скорости стремления к нулю величин 2k  и G  при различных начальных 
значениях переменной 2k 2 (0) 0,8;0,6;0,4;0,2k =  . Полученные в ре-

зультате расчетов кривые изображены на рис. 10. Таким образом, при раз-
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личном наборе начальных значений 2 (0)k  для выбранных параметров за-

дачи скорость стремления G  к нулю больше, чем переменной 2k . 
При малых 2k , что соответствует движению, близкому к враще-

нию вокруг оси 1Oz , система уравнений для 2G  и 2k  принимает вид 

( )( ) ( )( )
( )

22 2
1 3 22 1 11 2 1 2 33 1 11 3

11
1 1 2 3

2
2

k A A I A I A A A I A I AdG G I
dt A A A A

 − − + − −   = − + 
−  

, 

( ) ( ){
2 2

3 22 1 11 2 2 33 1 11 3
1 2 3

2dk k A I A I A A I A I A
dt A A A

= −  − + −  + 

[ ]
2

2 1 2 3 1 3
2 3

( ) ( )PG A A A A A A
A A

ρ
ϑ


+ − + − 


.(2.2.7) 

 
Рис. 10 

 
Следует отметить, что уравнения (2.2.7) формально совпадают с 

системой нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих эво-
люцию экологических систем [317, 318]. 

Из (2.2.7) непосредственно определяется первый интеграл вида 
( )( ) ( )( )

( )
1 1 3 22 1 11 2 1 2 33 1 11 34 2

2
1 2 3

exp 2
A A I A I A A A I A I A

k k
A A A

µ−  − − + − − − = 
−  

 

( ) ( )
2

2
1 2 1 2 3 1 32 2

1 2 3

exp PGC G A A A A A A
A A A

γ ρ
ϑ

 
= −  − + −   

 
,         (2.2.8) 
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11
1

1

I
A

µ = , [ ]3 22 1 11 2 2 33 1 11 3
1 2 3

2 ( ) ( )A I A I A A I A I A
A A A

γ = − − + − . 

При малых 2G , 2k  следует, что характер изменения квадрата ве-
личины кинетического момента зависит от знака выражений 22 1 11 2I A I A−  

и 33 1 11 3I A I A− . Поведение переменной 2k  зависит от знака коэффициента 

3 22 1 11 2 2 33 1 11 3( ) ( )A I A I A A I A I A− + − . 
Пример 4. Рассмотрим теперь частный случай осесимметричного 

тела ( 1 2A A= ). Система уравнений для медленных переменных принимает 
вид 

3mgl
G

λ⋅ = , 0δ ⋅ = , ( )
2

233
11 22

1 3

sin cos
2

IG I I
G A A

θ θ
⋅  
= − + + 

 
,     (2.2.9) 

( )2
1 3 33 11 22

3
1 3 3 1

sin cos
2

PG A A I I I
A A A A

ρ
θ θ θ

ϑ
⋅  − +
= + − 
 

. 

Последние два уравнения  (2.2.9) можно записать  следующим об-
разом 

( ) ( )2 2
2 2 cos 2G a b Gθ

⋅
= − + , ( )2

22 sin 2hG bθ θ⋅ = − ,  (2.2.10) 

3311 22
2

1 32
II Ia

A A
+

= + , 3311 22
2

1 32
II Ib

A A
+

= − , ( )1 3
3
1 3

P A A
h

A A
ρ
ϑ

−
= . 

Уравнения (2.2.9) имеют первый интеграл  
2 2

2 1 2ln ln tg2 ln sin 2hG b C G a θ θ− = − + , 1 constC = .       (2.2.11) 
Из выражения для G  (2.2.9) следует, что кинетический момент 

строго убывает. 
Поведение угла нутации θ  определяется знаком величины в 

квадратной скобке и в пределе при 0G →  определяется знаком величины  

33 11 22

3 12
I I I
A A

+
− . 

Действительно, если эта величина положительна, то угол θ  стре-
мится к / 2π  независимо от величины 2G  (первого слагаемого в квадрат-
ной скобке). Если же эта величина отрицательна, то на некотором началь-
ном участке, соответствующем достаточно большим значениям G , угол 
θ  стремится к / 2π . Однако с течением времени, когда G  становится 
достаточно малым, величина, стоящая в квадратной скобке, становится от-
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рицательной и твердое тело стремится к вращению вокруг оси 1A . Преды-
дущие рассуждения были верны при 1 3A A> . Аналогичные рассуждения 
могут быть приведены при 1 3A A< . 

 
§3. Быстрое вращение спутника относительно центра масс под 

действием гравитационного момента в среде с сопротивлением. 
 
1. Возмущенное вращательное движение динамически несим-

метричного спутника. 
Рассмотрим движение спутника относительно центра масс под 

действием совместного влияния моментов сил гравитационного притяже-
ния и сопротивления. 

Введем три декартовые системы координат, как указано в §1 гла-
вы 1. Положение вектора кинетического момента G  относительно его 
центра масс в системе координат ( 1,2,3)iOx i =  определяются углами λ  
и δ , как показано на рис. 1. 

Уравнения движения тела относительно центра масс запишем в 
форме (1.2.2), (1.2.6), а зависимость истинной аномалии ν  от времени t  
дается соотношением (1.2.12). 

Рассматривается динамически несимметричный спутник, моменты 
инерции которого для определенности удовлетворяют неравенству 

1 2 3A A A> > , в предположении, что угловая скорость ω  движения спут-
ника относительно центра масс существенно больше угловой скорости ор-
битального движения 0ω , т.е. 0 1 0/ ~ / 1A Gε ω ω ω= << . В этом случае 
кинетическая энергия вращения тела велика по сравнению с моментами 
возмущающих сил. 

Проекции iL  момента внешних сил складываются из гравитаци-

онного момента g
iL и момента сил внешнего сопротивления r

iL . В проек-
циях на оси ( 1,2,3)iOy i =  они записываются в виде [26, 277]. Здесь при-
ведена проекция на ось 1Oy , на другие оси проекции имеют аналогичный 
вид  

( )
( )

( )
32 3

0
1 1 1 2 3 3 232 1

3 1 cos

1
g r

j j j j
j

e
L L L S S

e

ω ν
υ υ υ υ

=

+
= + ≡ − −

−
∑

 
3

1 1 31 2 1 32 3 1 33

1 1 2 3

i i i i i i

i

I I IG
A A A
α α α α α α

=

 
− + + 

 
∑ ,                                (2.3.1) 
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3

1
mj p jp mp

p
S A α α

=

=∑ , ( )1 cos cosυ ν λ δ= − , 

( )2 sinυ ν λ= − , ( )3 cos sinυ ν λ δ= − . 

Предполагается, что момент сил сопротивления rL  может быть 
представлен в виде r I=L ω , аналогично рассмотренному в §1 этой главы 
[25, 277]. Сопротивление среды предполагаем слабым порядка малости 2ε
: 2

0/ ~ 1I G ε << , где I − норма матрицы коэффициентов сопротивле-
ния, 0G  – кинетический момент спутника в начальный момент времени. 

Построение такой модели диссипативного момента сил constI =
допустимо в связи с тем, что движение спутника определяется высотой. 
Кроме того, можно допустить «квазиизотермичность» модели атмосферы, 
так как движение центра масс происходит на больших высотах (~103−104 
км). На начальном этапе исследования величине плотности придается не-
которое среднее значение, зависящее от элементов орбиты. 

Производная кинетической энергии имеет вид (2.1.2). Ставится 
задача исследовать решение при малом ε  на большом промежутке време-
ни 2~t ε − . Для решения задачи будем применять  метод усреднения [16-
18]. 

Как и в задаче о движении твердого тела вокруг неподвижной 
точки в вязкой среде (§1 гл.2), так и в рассматриваемой задаче в случае не-
возмущенного движения (движение Эйлера-Пуансо) величины G , δ , λ , 
T , ν обращаются в постоянные, а ϕ , ψ , θ – некоторые функции време-
ни t . Медленными переменными в возмущенном движении будут G , δ , 
λ , T , ν , а быстрыми – углы Эйлераϕ , ψ , θ . 

Рассмотрим движение при условии 2
1 22 2TA G TA≥ > , соответ-

ствующем траекториям вектора кинетического момента, охватывающим 
ось максимального момента инерции 1Oz [305]. Введем величину 2k  со-
гласно (1.3.6), представляющую собой в невозмущенном движении посто-
янную − модуль эллиптических функций, описывающих это движение. 

Для построения усредненной системы первого приближения про-
ведем усреднение по переменной ψ , а затем по времени t  с учетом зави-
симости ϕ , ψ от t  [26]. При этом для медленных переменных δ , λ , G , 
T  сохраняются прежние обозначения. В результате получим 
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( )
( )

32
0 *

2 332

3 1 cos

2 1

ed N
dt G e

ω νδ υ υ
+

= −
−

, 
( )
( )

32
0 *

1 332

3 1 cos

2 1 sin

ed N
dt G e

ω νλ υυ
δ

+
=

−
, 

( ) ( ){ 2
22 1 3 33 1 2( ) ( )

( )
dG G I A A W k I A A k W k
dt R k

 = − − + − − +   

[ ]}11 2 3( ) 1 ( ) ,+ − −I A A W k (2.3.2) 

( ) ( ){ 2
22 1 3 33 1 2

2 ( ) ( )
( )

dT T I A A W k I A A k W k
dt R k

 = − − + − − + 
 

( )2 21 2 1 3 2 3 33 22

3 2

( )( )( ) ( ) 1 ( )
( )

A A A A A A I Ik W k k W k
S k A A

 − − −  + − + − +  


[ ]2 311

1

( ) ( ) 1 ( )
( )

A A R kI W k
A S k

−
+ − 


. 

Здесь 

* 1
2 3 1 3 2 32 2

2 ( ) ( )2 3 1 ( )
( )

AT K k E kN A A A A A A
G K k k

 − = + − + − + −   
   

, 

( )R k , ( )W k , ( )S k введены согласно (2.1.6). 
Третье и четвертое уравнения системы (2.3.2) совпадают с уравне-

ниями изменения кинетического момента и кинетической энергии (2.1.7). 
Это объясняется тем, что эволюция этих величин происходит только под 
действием сопротивления среды.  

Дифференциальное уравнение изменения величины 2k  имеет вид 
(2.1.7). Из этого следует, что усредненное движение конца вектора кине-
тического момента G  на сфере радиуса G  имеет одинаковый характер с 
изученным в §1. 

Рассмотрим систему, состоящую из первых двух уравнений си-
стемы (2.3.2) и уравнения (1.2.12). Их можно записать следующим обра-
зом: 

2
0 ( , , )δ ω ν δ λ= ∆ ,    2

0 ( , , )λ ω ν δ λ= Λ , 

20 (1 cos )
( )

e
h e
ω

ν ν= + , 2 3/2( ) (1 )h e e= − . 

Здесь ∆ , Λ − коэффициенты в правых частях первых двух урав-

нений (2.3.2), δ , λ − медленные переменные, а ν − полумедленная. 
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Получена система специального вида, для решения которой при-
меняется модифицированный метод усреднения, описанный в §4 главы 1, 
по следующей схеме [309]: 

22.
0

2
0

( ) ( , , )
2 (1 cos )
h e d

e

πω λ δ νδ ν
π ν

∆
=

+∫ , 

22.
0

2
0

( ) ( , , )
2 (1 cos )
h e d

e

πω λ δ νλ ν
π ν

Λ
=

+∫ . 

После усреднения получим 
 

.
0δ = , 

2 *.
03 cos
4 ( )

N
Gh e

ω δ
λ = .                                              (2.3.3) 

Для медленных усредненных переменных сохраняются прежние 
обозначения. Отметим, что действие приложенных сил не приводит к из-
менению угловой скорости δ  и отклонение вектора G  от вертикали оста-
ется постоянным в указанном приближении. 

Полученную систему уравнений (2.3.3), два последних уравнения 
системы (2.3.2) и уравнение 

 

( )( ) ( ) ( )
2

2 233 1 11 3

1 3

( )1 1 1 1
( )

I A I Adk E kk k
dt A A K k

χ χ χ
 −  = − − − − + +  
     

(2.3.4)  

можно численно проинтегрировать. Интегрирование проводилось при 
начальных условиях (0) 1G = ; 2 (0) 0.99k = ; (0) 0.785δ = рад; 

(0) 0.785λ =  рад и значениях главных центральных моментов инерции 
тела 1 3.2A = ; 2 2.6A = ; 3 1.67A = . Численный расчет выполнялся для 
различных видов орбит с эксцентриситетом: 0e = − круговая орбита; 

0.04473e = − 1-й советский спутник; 0.0487e = − 3-й советский спут-
ник; 0.421e = − сильно эллиптическая орбита [25]. Для коэффициентов 
сопротивления рассматривались два возможных варианта: 11 2.322I = ; 

22 1.31I = ; 33 1.425I =  и 11 0.919I = ; 22 5.228I = ; 33 1.666I = . В первом 
случае величина χ  в уравнении (2.3.4) была отрицательной 4.477− , а во 
втором положительной и равной 3.853 . 

Для численного расчета было проведено обезразмеривание урав-
нений системы (2.3.3), двух последних уравнений системы (2.3.2) и урав-
нения (2.3.4). Характерными параметрами задачи являются 0G − кинетиче-
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ский момент спутника при 0t = , 0Ω − величина угловой скорости ω дви-
жения спутника относительно центра масс в начальный момент времени. 

Безразмерные величины определяются формулами 0t t= Ω , 
0

GG
G

= , 

0

0

i
i

AA
G
Ω

= , 
0 0

i
i

LL
G

=
Ω

 , 
0 0

TT
G

=
Ω

 , 2

0

ii
ii

II
G

ε =  (согласно предположению 

о сопротивлении среды). Система уравнений примет вид: 
 

( ) ( ){2 2
22 1 3 33 1 2( ) ( )

( )
dG G I A A W k I A A k W k
dt R k

ε  = − − + − − + 
 

    





 

[ ]}11 2 3( ) 1 ( )I A A W k+ − −  , 

 

( ) ( ){2 2
22 1 3 33 1 2

2 ( ) ( )
( )

dT T I A A W k I A A k W k
dt R k

ε  = − − + − − + 
 

    





 
 

( )2 21 2 1 3 2 3 33 22

3 2

( )( )( ) ( ) 1 ( )
( )

A A A A A A I Ik W k k W k
S k A A

 − − −  + − + − +  


       

  

 
 

[ ]2 311

1

( ) ( ) 1 ( )
( )

A A R kI W k
A S k

−
+ − 



  

 

, 

 

0d
dt
δ
=



,           
*

2 3 cos
4 ( )

d N
dt Gh e
λ δε=







,                                                         (2.3.5) 

 

( )( ) ( ) ( )
2

2 2 233 1 11 3

1 3

( )1 1 1 1
( )

I A I Adk E kk k
dt K kA A

ε χ χ χ
 −  = − − − − + +  
 

  

 



, 

 

( ) ( ) 2
1 2 3 3 1 2( )R k A A A A A A k= − + −      , 2

2 3 1 2( ) ( )S k A A A A k= − + −     , 
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* 1
2 3 1 3 2 3 22

2 ( ) ( )2 3 1 ( )
( )

AT K k E kN A A A A A A
K k kG

   −
= + − + − + −   

  

 

     



. 

Интегрирование системы проводилось для медленного времени 
2tτ ε=  . Численный анализ показывает, что функции ( )G τ  и ( )T τ  явля-

ются монотонно убывающими (рис. 11, 12). Видно, что при положитель-
ной величине χ  (кривые 2) функции убывают быстрее, но функция ( )G τ  
стремится к асимптоте медленнее за больший промежуток времени. Функ-
ция ( )λ λ τ=  в обоих расчетных вариантах величины χ  является убыва-
ющей функцией, но в первом варианте убывает быстрее. Необходимо от-
метить, что при изменении эксцентриситета орбиты в расчетах в обоих ва-
риантах увеличение e  приводит к более быстрому убыванию угла λ .  

 

 
Рис. 11 

 
На рис. 13 показаны графики функции  при  (кривая 1) и 

(кривая 2) при положительном . Видно, что со временем ве-
личина угла  уменьшается, т.е. вращение вектора  в пространстве во-
круг нормали к плоскости орбиты происходит на постоянном угловом рас-
стоянии  от нее в направлении по ходу часовой стрелки. 

( )λ λ τ= 0e =
0.421e = χ

λ G

δ
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Рис. 12                                                 Рис.13 
 
2. Анализ предельных случаев 
Рассмотрим движение тела при малых 2 1k << , отвечающих дви-

жениям твердого тела, близким к вращениям вокруг оси 1Oz . В этом слу-
чае правую часть уравнения (2.1.7) можно упростить используя разложе-
ния полных эллиптических интегралов в ряды по 2k  [308]. Тогда уравне-
ние интегрируется и асимптотическое решение записывается в виде 

2 2
1 0

(3 )exp exp
2

k C k tµ
χ ξ ρ+   = − = −   

, 2 3 12µρ µ µ µ= + − ,     (2.3.6) 

где 1 0C > − постоянная, а ( 1,2,3)iiµ =  определяются формулой (2.1.17). 

В случае малых 2k  аналитические выражения для величины кине-
тического момента и кинетической энергии можно получить в явном виде  

 

( ){ }0 1 3exp exp 1G G t b tµµ ρ = − + − −  , 

( ){ }0 1 3exp 2 exp 1T T t a tµµ ρ = − + − −  , 

[
2
0

3 1 1 2 3 1 2 1 3 2 1 2 1 32
1 2 3

0.5 (2 ) ( )
( )

kb A A A A A A A A A A A
A A Aµ

µ µ
ρ

= − − + − +
−

 

]3 1 3 1 2( )A A A Aµ+ − ,                                                                               (2.3.7) 
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[ ]
2
0

3 2 1 3 3 1 2 1 2 3 1
2 3

( ) ( ) ( 2 )
( )

ka A A A A A A A
A A µ

µ µ µ
ρ

= − + − + + −
−

. 

Уравнение (2.3.3) для λ  с учетом (2.3.7) записывается таким об-
разом 

{ } ( )( ){ }3 31 3 exp 2 exp( ) 1exp exp ,d a b t
d t b t
dt µµ ι η ρ
λ φ µ ρ + − − − = − −       

2
0

2 3/2
0

3 cos
4(1 )e G

ω δ
φ =

−
, 2 3 12d A A A= + − , 

2 3
3 ( )
2

A Aι = + , 1 0

0

2AT
G

η = . 

Его решение имеет следующий вид 

( ){ 3 3 3( ) ( , ) ( , )kd b k b k b eρ ρτ
ρ ρ

µ

φλ ι γ γ
ρ

 = − − − + − −   

}( , ) ( , )kx k x k xeρ ρτ
ρ ριη γ γ − − − + −  , 

1kρ
µ

µ
ρ

= , 3 33x b a= − , tρτ ρ= − . 

Здесь ( , )n xγ −неполная гамма функция [308] и 3 0b > , 0x > . 
Представляет интерес исследование системы (2.3.2) в случае ма-

лых диагональных коэффициентов сопротивления, т.е. 
11 11I iσ= , 22 22I iσ= , 33 33I iσ= , 1σ << .                     (2.3.8) 

Кинетический момент G  и кинетическая энергия T  могут быть 
представлены в виде степенных рядов по σ  

0 1 ...G G Gσ= + + , 0 1 ...T T Tσ= + + . 
Два последних уравнения системы (2.3.2) после интегрирования 

записываются следующим образом 

{0
0 22 1 3 0

0

( ) ( )
( )

G tG G i A A W k
R k
σ

= − − +  

[ ]}2
33 1 2 0 0 11 2 3 0( ) ( ) ( ) 1 ( )i A A k W k i A A W k + − − + − −  ,

{ 20
0 22 1 3 0 33 1 2 0 0

0

2 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
T tT T i A A W k i A A k W k

R k
σ  = − − + − − + 

      
(2.3.9) 
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2 21 2 1 3 2 3 33 22
0 0 0 0

0 3 2

( )( )( ) ( ) (1 ) ( )
( )

A A A A A A i ik W k k W k
S k A A

 − − −  + − + − +  
 

[ ]11 2 3 0
0

1 0

( ) ( ) 1 ( )
( )

i A A R k W k
A S k

−
+ − 


. 

Здесь 0( )W k , 0( )R k , 0( )S k − значения функций (2.1.6) при 

0k k= . Согласно (2.3.9) функции ( )G t  и ( )T t являются строго убываю-
щими, как и в случае системы (2.3.2). 

Для малых моментов сопротивления необходимо также построить 
приближенное решение 

{2 2 2
0 1 33 2 22 3 0

1 2 3

2 ( )(1 )tk k A i A i A k
A A A
σ

= + − − −  

2 0
1 33 2 22 3 3 22 1 11 2 0

0

( )( ) ( )
( )

E kA i A i A A i A i A k
K k


 − − + −  


. 

С помощью формулы для изменения величины кинетического мо-
мента (2.3.9), проведем анализ направления вращения вектора G . Соглас-
но (2.3.3) отклонение вектора G  от вертикали также остается постоян-
ным, как и в случае малых 2k , а скорость изменения угла λ  зависит от 
непостоянной величины *N , которая выражается через кинетический мо-
мент G  и кинетическую энергию T . Тогда для малых моментов сопро-
тивления закон изменения угла λ  от времени имеет вид 

( ) ( )
2 2 2
0 0 0

0 3/2 3/22 2
0 0

3 cos 3 cos

4 1 8 1

N t t

G e G e

ω δ ω σ φ δ
λ λ= + +

− −
. 

Изменение угла ( )tλ λ=  имеет вид квадратичной функции от t , 
у которой свободный член и коэффициент при первой степени t  выража-
ются через постоянные величины 0ω , 0N , 0G  и cosδ . Все величины яв-
ляются положительными и задаются в начальный момент времени. 

Рассмотрим случай малых 2k  и малых коэффициентов сопротив-
ления (2.3.8). При малых 2k  были получены законы изменения кинетиче-
ского момента G , кинетической энергии T  (2.3.7), которые с учетом ма-
лых первого порядка σ  дают 

{ }0 1 11G G m n t= + − ,         { }0 2 21T T m n t= + − , 
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[
2
0

1 1 1 1 2 3 1 2 1 32
1 2 3

( )
2 ( )

kn A A A A A A A
A A Aσ σσ µ µ


= + − − +

−
 

]}2 1 2 1 3 3 1 3 1 2( ) ( )A A A A A A A Aσ σµ µ+ − + − , 

[
2
0

1 1 1 2 3 1 2 1 32
1 2 3

0.5 ( )
( )

km A A A A A A A
A A A σ

σ

α
ρ

= − − +
−                             

(2.3.10) 

]2 1 2 1 3 3 1 3 1 2( ) ( )A A A A A A A Aσ σµ µ+ − + − , 

[ ]
2
0

2 2 1 3 3 1 2 1 2 3 1
2 3

( ) ( ) ( 2 )
( )

km A A A A A A A
A A σ σ σ

σ

µ µ µ
ρ

= − + − + + −
−

, 

[
2
0

2 1 2 1 3 3 1 2
2 3

2 ( ) ( )kn A A A A
A Aσ σ σσ µ µ µ


= + − + − +

−
 

}1 2 3 1( 2 )A A Aσµ+ + −  , 

2 3 12σ σ σ σρ µ µ µ= + − , / ( 1,2,3)i ii ii A iσµ = = . 
Функции ( )G t  и ( )T t  являются строго убывающими, как во всех 

ранее рассмотренных случаях. Для определения направления вращения 
вектора G  второе уравнение системы (2.3.2) рассматривается с учетом 
(2.3.10). После его интегрирования получим 

{0
3 32 3/2

0 1

3 cos ( )
4(1 ) (1 )

m n t
e G m
ω δ

λ = + +
− +

 

2
1 1 2

2 0
1 1

3 (1 ) ,
1 1 2

n z n m tf n
m m

λ
  + + − + − +  + +      

2 3 1
3

4
2

A A Am + +
= − ,     0 1 2

3 2 3 2 2
0 1

(1 )3( )
(1 )

T A mn A A
G m

+
= +

+
. 

Видно, что закон изменения угла ориентации вектора кинетиче-
ского момента имеет вид квадратичной функции. Коэффициенты этой 
функции зависят от значений моментов инерции спутника ( 1,2, 3)iA i = , 
от начальных значений кинетической энергии, кинетического момента и 
угловой скорости орбитального движения, а также от величины эксцен-
триситета орбиты спутника. 
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3. Пример 6. Движение динамически симметричного спутника. 
Уравнения движения тела относительно центра масс (2.1.1) для 

динамически симметричного спутника при 1 2A A=  будут иметь вид: 

3
dG L
dt

= , 1Ld
dt G
δ
= , 2

sin
Ld

dt G
λ

δ
= , 

2 1cos sinL Ld
dt G

ψ ψθ −
= ,                                                                     (2.3.11) 

1 2

3 1

cos sin1 1cos
sin

L Ld G
dt A A G

ψ ψϕ θ
θ

  +
= − + 

 
, 

1 2 2

1

cos sinL L Ld G ctg ctg
dt A G G

ψ ψψ θ δ+
= − − . 

После усреднения по ψ  и ϕ  имеем: 

( )
2

233
11 22

1 3

sin cos
2

IdG G I I
dt A A

θ θ
 

= − + + 
 

, 

33 11 22

3 1

sin cos
2

I I Id
dt A A
θ θ θ

 +
= − 
 

,(2.3.12) 

( )
( )

32
0 2

1 332

3 1 cos 3sin( )cos( )sin ( ) 1 sin ,
21

ed A A
dt G e

ω νδ ν λ ν λ δ θ
+  = − − − − − 

 −

( )
( )

32
0 2 2

1 332

3 1 cos 3cos ( )cos ( ) 1 sin
21

ed A A
dt G e

ω νλ ν λ δ θ
+  = − − − 

 −
. 

Первое и второе уравнение системы (2.3.12) совпадают с анало-
гичными уравнениями в случае вращения динамически симметричного 
тяжелого твердого тела в вязкой среде (пример 3 §1 гл.2). Это объясняется 
тем, что эволюция величины кинетического момента и угла нутации про-
исходит только под действием момента сил сопротивления внешней сре-
ды. 

Рассмотрим  два последних уравнения системы (2.3.12) и уравне-
ние для истинной аномалии (1.2.12) 

2
0 ( , , )δ ω ν δ λ= ∆ ,   2

0 ( , , )λ ω ν δ λ= Λ , 

20 (1 cos )
( )

e
h e
ω

ν ν= + , 2 3/2( ) (1 )h e e= − .  
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Здесь ∆ , Λ − коэффициенты в правых частях последних двух 
уравнений (2.3.12), δ , λ − медленные переменные, а ν − полумедленная. 
Применяя модифицированный метод усреднения [309] (см. также §4 гл.1), 
получим: 

.
0δ = ,

2.
03 cos

2 ( )
N

Gh e
ω δ

λ = ,                               (2.3.13) 

2
1 3

3( )(1 sin )
2

N A A θ= − − . 

Исследуем систему, состоящую из двух первых уравнений систе-
мы (2.3.12) и двух уравнений системы (2.3.13), произведя ее обезразмери-
вание. Характерными параметрами задачи будут 0G − кинетический мо-
мент спутника при 0t = , 0Ω − величина угловой скорости ω движения 
спутника относительно центра масс в начальный момент времени. Полу-
чим для безразмерных переменных систему вида: 

 

( )
2

2 233
11 22

1 3

sin cos
2

IdG G I I
dt A A

θε θ
 

= − + + 
 

 

  

 



, 

2 33 11 22

3 1

sin cos
2

I I Id
dt A A
θ ε θ θ

 +
= − 

 

  

 



,                       (2.3.14) 

0d
dt
δ
=



, 
23 cos

2 ( )
d N
dt Gh e
λ ε δ
=







,  

2
1 3

3( )(1 sin )
2

N A A θ= − −  . 

Интегрирование системы (2.3.14) проводится для медленного вре-
мени 2tτ ε=   при начальных условиях (0) 1G = ; (0) / 4= радδ π ; 

(0) / 4= радλ π , (0) / 6= радθ π  и значениях главных центральных мо-

ментов инерции тела 1 4.175A = ; 3 1.67A = . Численный расчет выполнял-
ся для рассмотренных ранее различных видов орбит. Для коэффициентов 
сопротивления рассматривались два возможных варианта: 11 2.322I = ; 

22 1.31I = ; 33 1.425I =  и 11 2.0I = ; 22 1.0I = ; 33 0.5I = . В первом слу-
чае величина в квадратных скобках второго уравнения системы (2.3.13) 
будет положительной, а во втором случае – отрицательной. 
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Для проверки корректности численного расчета уравнений систе-
мы (2.3.14) проводился сравнительный анализ графиков численного и ана-
литического расчетов в безразмерном виде для кинетического момента G
и угла нутации θ , для которых известны аналитические решения (2.1.20) 
и (2.1.21). Численный расчет совпадает с аналитическим решением в обоих 
случаях с точностью до шестого знака. Графики приведены на рис. 14, 15 в 
двух возможных расчетных случаях коэффициентов сопротивления, где 1 
− первая комбинация коэффициентов, а 2 − вторая. 

 

 
 

Рис. 14 
 
 

Подставляя (2.1.20) и (2.1.21), в последнее уравнение системы 
(2.3.12), получим дифференциальное уравнение для угла λ , которое мож-
но решить только численно, независимо от системы (2.3.12)  

( ) ( )

( )

2 2
0 1 3 0 2 3

3/22
0 0 0 2

13 cos ( ) 1 tg exp 2 exp
2

2 cos 1 tg exp 2

A A b t t
d
dt G b t

ω δ θ µ
λ

θ θ

 − − −  =
 + − 

.       (2.3.15) 

Здесь 2b  определено в (2.2.10), а 3µ  в (2.1.17). 
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Рис. 15 

Сравнивались графики зависимости угла λ  для решения системы 
дифференциальных уравнений (2.3.12) и решения уравнения (2.3.15) в без-
размерном виде в обоих расчетных случаях. Имеем в двух случаях на рис. 
16, 17 совпадение с точностью до шестого знака. Каждый из указанных 
рисунков содержит по две кривые. Кривая 1 соответствует круговой орби-
те движения центра масс динамически симметричного спутника, кривая 2 
− сильно эллиптической орбите. Из графиков видно, что в обоих расчет-
ных случаях увеличение эксцентриситета орбиты приводит к более стре-
мительному изменению функции угла λ . Значит, при движении центра 
масс спутника по орбите с большим эксцентриситетом вектор кинетиче-
ского момента совершает поворот вокруг оси вертикали с большей скоро-
стью. 

    
                      Рис. 16                                                       Рис.17 
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Четвертое уравнение системы (2.3.14) требует дополнительного  

исследования, так как функция N  является знакопеременной и зависит от 

знака выражения 231 sin
2

θ − 
 

. Необходимо определить, при каких зна-

чениях угла θ  это выражение является положительным. Имеем, что угол 
*0;θ θ ∈  , где * 0.955θ ≈ . Поэтому во втором расчетном случае выра-

жение 231 sin
2

θ − 
 

 остается положительным на всем интервале време-

ни, а значит функция λ  согласно четвертому уравнению системы (2.3.14), 
является монотонно возрастающей. В первом расчетном случае угол θ  
увеличивается и проходит критическое значение *θ , поэтому знак выра-
жения меняется. Подробное численное исследование показывает, что 
функция угла λ  в первом расчетном варианте имеет вид, представленный 
на рис. 18. 

 
Рис. 18 

 
Имеет смысл провести численный расчет для функции λ  при раз-

личных начальных значениях угла нутации θ . Численный анализ приво-
дит к следующим результатам (см. рис. 19, 20). 

Кривые 1 соответствуют начальному углу нутации 0 / 6θ π= , а 
кривые 2 − углу / 3π . Для первого расчетного случая квадратная скобка 
во втором уравнении системы (2.3.14) является величиной положительной, 
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а функция ( )tθ θ=  является монотонно возрастающей. Для кривой 1 в 

начальный момент времени 0N > , следовательно, функция ( )tλ λ=  воз-
растает. С течением времени угол θ  увеличивается, проходя критическое 
значение, а, значит, N  становится величиной отрицательной и функция 
угла λ  убывает. Согласно кривой 2 функция ( )tλ λ=  является монотон-

но убывающей, так как всегда выполняется равенство 0N > . Во втором 
расчетном случае коэффициентов сопротивления характер кривых меняет-
ся с точностью до наоборот, так как квадратная скобка во втором уравне-
нии системы (2.3.14) является величиной отрицательной, а функция 

( )tθ θ=  монотонно убывающей. 

 
Рис. 19                             Рис. 20 

 
Таким образом, исследовано движение динамически симметрич-

ного спутника относительно центра масс под действием совместного вли-
яния моментов сил гравитационного притяжения и сопротивления. 
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Контрольные вопросы и задания 
 

1. Когда момент силы тяжести тяжелого твердого тела относительно 
неподвижной точки равен нулю? 

2. Какой функцией от угловой скорости вращения относительно не-
подвижной точки является зависимость момента сил сопротивле-
ния? 

3. Какие величины являются медленными при движении тяжелого 
твердого тела вокруг неподвижной точки в вязкой среде? 

4. Проведите численное интегрирование системы уравнений (2.1.19) 
с помощью метода Рунге-Кутта 4-го порядка при различных 
начальных значениях переменных λ , δ , G  и θ . 

5. Постройте графики изменения функции ( )tλ λ= , ( )G G t=  и 
( )tθ θ=  с помощью библиотеки ZedGraph.dll, проведите анализ 

полученных результатов. 
6. Какая форма полости рассматривается при решении задачи? 
7. Каким образом введен малый параметр в задаче о вращении тяже-

лого гиростата в сопротивляющейся среде? 
8. Постройте кривые первого интеграла (2.2.11), используя методы 

решения трансцендентных алгебраических уравнений. 
9. Исследуйте характер поведения угла нутации для динамически 

симметричного спутника с полостью, целиком заполненной вяз-
кой жидкостью, под действием гравитационного момента в среде 
с сопротивлением. 

10. Численно определите характер поведения функции ( )tλ  для ди-
намически симметричного спутника. 
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Глава 3. 
Влияние вязкой жидкости в полости на вращения спутника 

относительно центра масс. 
 

Результаты §1 этой главы были опубликованы в работе авторов 
[289], § 2 – в статье [290], §3 – в статьях [291, 324]. 

 
§1. Вращательные движения несимметричного спутника с по-

лостью, заполненной вязкой жидкостью. 
 

1. Постановка задачи и процедура усреднения. 
Рассмотрим движение спутника относительно центра масс под 

действием момента сил гравитационного притяжения. Тело содержит по-
лость, целиком заполненную сильно вязкой однородной жидкостью. Вра-
щательные движения рассматриваются в рамках модели динамики ква-
зитвердого тела, центр масс которого движется по эллиптической орбите 
вокруг Земли [134].  

Введем три декартовы системы координат согласно §1 главы 1. 
Уравнения движения тела относительно центра масс запишем в форме 
(2.1.1) и работы [26]. 

Для исследования эволюции движения спутника удобно наряду с 
переменной θ  использовать в качестве дополнительной переменной кине-
тическую энергию T , производная которой имеет вид (2.1.2). 

Центр спутника движется по кеплеровскому эллипсу с эксцентри-
ситетом e  и зависимость истинной аномалии ν  от времени t  дается со-
отношением (1.2.12). 

Проекции iL  момента приложенных сил складываются из грави-

тационного момента g
iL и момента сил вязкой жидкости в полости p

iL . 
Здесь приведена проекция на ось 1Oy  гравитационного момента, на дру-
гие оси проекции имеют аналогичный вид [26] 

( )

( )
( )

32 30
1 2 3 3 2

12

3 1 cos
31

g
j j j j

j

e
L S S

e

ω ν
υ υ υ υ

=

+
= −∑

−
,       (3.1.1) 

3

1
mj p jp mp

p
S A α α

=
= ∑ ,      ( )1 cos cosυ ν λ δ= − , 

( )2 sinυ ν λ= − ,          ( )3 cos sinυ ν λ δ= − . 
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Проекции момента сил вязкой жидкости в полости p
iL  на оси 

( 1,2,3)=iOy i  записываются следующим образом: 

( )

( )
( )

32
01

21 2 3

3 1 cos
( 1,2,3)31

p
i

ePL i
A A A e

ω ν
 

+ = + + = 
 − 

ω B D S α  ,(3.1.2) 

p
q
r

 
 =  
 
 

ω , 
1

2

3

B
B
B

 
 =  
 
 

B , 
1

2

3

i

i

i

α
α
α

 
 =  
 
 

α , *
2
33

1
1

α
α

=
−

,

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

*
2 3 3 2 31 33 1 1 1 2

*
1 3 1 3 32 33 2 1 2 2

2 2 *
2 1 32 31 3 1 3 2

A A A A r F p M p

A A A A r F p M p

A A r F p M p

α α

α α

α α

γ γ α

γ γ α

γ γ α

  − − + +  
  = − − + +  
   − − − +  

D ,

( )

31 33 33 1 33 2 32

32 33 33 3 33 2 31

2 2
32 31 33 3 32 1 31

α α

α α

α α

γ γ α β γ β γ
γ γ α β γ β γ

γ γ α β γ β γ

 + + 
= + + 
  − + + 

F , 
( )
( )

( )

2
33 32 32 33 33 3
2
33 31 31 33 33 3

33 32 31 31 32

γ α γ γ α υ
γ α γ γ α υ
γ γ α γ α

 + −
 

= + − 
 + 

M ,

2 2 2 2
31 33 3 1 2 1 2 3 3 32 2 1 3 1 2 3 2

2 2 2 2
32 31 1 3 2 2 1 3 1 33 3 1 2 2 1 3 3

2 2 2 2
33 32 2 1 3 3 1 2 2 31 1 2 3 3 1 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( )

rA A A A A A A qA A A A A A A

pA A A A A A A rA A A A A A A

qA A A A A A A pA A A A A A A

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

− − + + − − +

= − − + + − − +

− − + + − − +

    
   

     

S

3 1 1 2 2 3 3 ( 1,2,3)i i i i iγ υ α υ α υ α= + + = , 

1 31 32p p qα α α= + , 2 32 31p p qα α α= − , 

1 22 1 12 2αυ α υ α υ= − + , 2 23 1 13 2αυ α υ α υ= − + , 3 21 1 11 2αυ α υ α υ= − + , 
2 2

1 2 2 1 2 2 3 1 3 3 1 3 3 2 1 1( )( ) ( )( ) iB A A A A A A A A A A A Aω ω α = − − + + − − +  . 

Коэффициенты 2B , 3B имеют аналогичный вид и получаются также рота-

цией индексов (сдвигом); величины ( 1,2,3)i iυ =  введены в (3.1.1), ijα − 
направляющие косинусы, определяющие взаимное положение систем ко-
ординат ( 1,2,3)iOy i =  и ( 1,2,3)iOz i =  (см. (1.1.1)), p , q , r − проекции 
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на оси ( 1,2,3)iOz i =  вектора абсолютной угловой скорости ω  спутника в 
системе координат 1 2 3Ox x x .  

Величина P − тензор, зависящий только от формы полости, хара-
ктеризует диссипативный момент сил в квазистатическом приближении, 
обусловленный вязкой жидкостью в полости [134]. Для простоты в урав-
нениях (3.1.2) рассмотрен так называемый скалярный тензор, определен-
ный одной скалярной величиной 1 0P > . Компоненты этого тензора имеют 

вид 1ij ijP Pδ= , где ijδ − символы Кронекера (такой вид тензор P  имеет, 
например, в случае сферической полости). Если форма полости сущест-
венно отличается от сферической, то определение компонент тензора 
представляет значительные вычислительные трудности. 

Рассматривается динамически несимметричный спутник, моменты 
инерции которого для определенности удовлетворяют неравенствам 

1 2 3A A A> > , в предположении, что модуль угловой скорости ω  движе-
ния спутника относительно центра масс существенно больше угловой ско-
рости орбитального движения 0ω , т.е. 0 1 0/ / 1A Gε ω ω ω=  

. В этом 
случае кинетическая энергия вращения тела велика по сравнению с моме-
нтами возмущающих сил (см. ниже). 

Предполагается, что в полости находится жидкость большой вяз-
кости, т.е. 1ϑ   ( 1 ~ϑ ε− ), форма полости сферическая, тогда согласно 
[134] 

( )1 1,1,1Pdiag=P ,    1
PP ρ
ϑ

= .                    (3.1.3) 

Здесь ρ , ϑ − плотность и коэффициент кинематической вязкости 
жидкости в полости соответственно, а величина P  задается формулой 
(2.2.2). 

С учетом рассмотренных выше предположений видно, что второе 
слагаемое (с коэффициентом 2

0ω ) в формуле проекции момента сил вязкой 

жидкости в полости (3.1.2) имеет порядок 2ε , а значит с точностью до ма-
лых первого порядка малости ( 1 ~P ε ) проекции момента сил вязкой жид-
кости в полости имеют вид: 

{ 21
2 1 2 2 3 1

1 2 3

( )( )p
i

PL p q A A A A A A
A A A

= − − + +
            (3.1.4)

 

2
3 1 3 3 2 1 1( )( ) ir A A A A A A α+ − − + +  
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2 2
3 2 3 3 1 2 1 1 2 3 1 2 2( )( ) ( )( ) iq r A A A A A A p A A A A A A α + − − + + − − − +   

}2 2
1 3 1 1 2 3 2 3 2 2 1 3 3( )( ) ( )( ) ir p A A A A A A q A A A A A A α + − − + + − − +  . 

( 1,2,3)i =  
Ставится задача исследования эволюции вращений спутника на 

асимптотически большом интервале времени 2~t ε − , на котором проис-
ходит существенное изменение параметров движения. Для решения задачи 
будем применять метод усреднения [17]. 

Рассмотрим невозмущенное движение ( 0)ε = , когда моменты 
приложенных сил равны нулю. В этом случае вращение твердого тела яв-
ляется движением Эйлера−Пуансо. Величины G , δ , λ , T , ν  обращаю-
тся в постоянные, а ϕ , ψ , θ  – некоторые функции времени t  [305, 320]. 
Медленными переменными в возмущенном движении будут G , δ , λ , T
, ν , а быстрыми – углы Эйлера ϕ , ψ , θ . 

Исследуем движение при условии 2
1 22 2TA G TA≥ > , соответст-

вующем траекториям вектора кинетического момента, охватывающим ось 
наибольшего момента инерции 1Oz . Введем модуль эллиптических функ-

ций 2k  согласно (1.3.6). 
Для построения усредненной системы первого приближения подс-

тавим решение невозмущенного движения Эйлера − Пуансо в правые час-
ти уравнений движения (2.1.1), (2.1.2) с учетом (3.1.1), (3.1.4) и проведем 
усреднение по переменной ψ , а затем по времени t  с учетом зависимости 
ϕ , θ  от t . При этом для медленных переменных G , δ , λ , T , ν  сох-
раняются прежние обозначения. В результате получим для них эволюци-
онные уравнения вида 

0dG
dt

= ,
( )
( )

32
0 *

2 332

3 1 cos

2 1

ed N
dt G e

ω νδ υ υ
+

= −
−

,
( )
( )

32
0 *

1 332

3 1 cos

2 1 sin

ed N
dt G e

ω νλ υυ
δ

+
=

−
, 

2
1 1 3 1 2 2 3

2 2 2 2
1 2 3

4 ( )( )( )
3 ( )

PT A A A A A AdT
dt A A A S k

− − −
= − ×

                                           
(3.1.5) 

{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k W k × − + − − +   

2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k W k k + − + − − + +   
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}2 2
3 1 2 1 2 3( )( ) (1 2 ) ( )A A A A A A k W k k + − + − − +  , 

( ) 2
2 3 1 2( )S k A A A A k= − + − ,

( )( ) 1
( )

E kV k
K k

= + , 
( )( ) 1
( )

E kW k
K k

= − . 

Здесь *N  определяется согласно (2.3.2), ( )K k  и ( )E k − полные 
эллиптические интегралы первого и второго рода соответственно [308]. 
Согласно первому уравнению (3.1.5) кинетический момент спутника оста-
ется постоянным и равен 0G . Дифференцируя выражение для 2k  (1.3.6) и 
используя уравнение для кинетической энергии системы (3.1.5), получим 
дифференциальное уравнение, которое не зависит от других переменных 
[134, 138, 277, 278] (см. также 2.1.7) 

2
2 2 ( )(1 )(1 ) [(1 ) (1 ) ]

( )
dk E kk k
d K k

χ χ χ
ξ
= − − − − + + , 

2 2
2 1 3 2 1 3

1 3 2 1 3 2 1 3

3 [( ) ( )]
( )[ ( ) 2 ]

A A A A A A
A A A A A A A A

χ
+ − +

=
− + − +

,                                (3.1.6) 

*( ) /t t Nξ = − , 
2 2 2

11 2 3
2

1 0 1 3 2 1 3 2 1 3

3 ~
( )[ ( ) 2 ]

A A AN
PG A A A A A A A A

ε −=
− + − +

. 

Здесь *t − постоянная. Значению 2 1k =  отвечает равенство 
2

22TA G= , что соответствует сепаратрисе для движения Эйлера − Пуансо. 
Уравнение (3.1.6) описывает усредненное движение конца вектора кине-
тического момента G  на сфере постоянного радиуса 0G . Анализ уравне-
ний (3.1.6) свидетельствует об отсутствии стационарных значений k , 
кроме 0k = и 1k = . 

Из уравнений движения (3.1.6) следует, что под влиянием момента 
сил вязкой жидкости в полости происходит эволюция кинетической энер-
гии тела T . Изменения углов λ , δ  зависят как от действия силы грави-
тационного притяжения, так и от действия момента сил вязкой жидкости в 
полости. Выражение, стоящее в фигурных скобках правой части уравнения 
(3.1.5) для T , положительно (при 1 2 3A A A> > ), так как справедливы не-

равенства 2(1 )k K E K− ≤ ≤ [308]. Поэтому / 0dT dt <  поскольку 0T > , 

т.е. переменная T  строго убывает для любых 2 [0,1]k ∈ .  
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2. Численный анализ уравнений движения. 
Рассмотрим систему, состоящую из четвертого уравнения систе-

мы (3.1.5) и уравнения (3.1.6). Проведем обезразмеривание уравнения для 
кинетической энергии, считая характерными величинами задачи N  (3.1.6) 
и момент инерции 1A . Имеем для приведенной кинетической энергии T  

( )
2

1 2 2 3
2

1 2 1 3 2 1 3

2 ( )( )
2 ( )

T A A A AdT
d A A A A A A A S kξ

− −
= − ×

 + − +  



 

{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k W k × − + − − +                                     

(3.1.7) 

2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k W k k + − + − − + +   

}2 2
3 1 2 1 2 3( )( ) (1 2 ) ( )A A A A A A k W k k + − + − − +  ,  

где 1
2
0

2ATT
G

= , ξ  определяется согласно (3.1.6). Это равенство выполняе-

тся при 0ξ > , т.е. для 2
1 22 2TA G TA≥ > . 

Проведен численный расчет при значениях моментов инерции 

1 8A = , 2 5,6,7A = , 3 4A = ; 2 (0) 0.99999k = , (0) 1G = .Начальное значе-
ние кинетической энергии находилось из равенства  

2
0 0

0

( )(0)
2 ( )

G S kT
R k

= ,                                             (3.1.8) 

Здесь 0 (0)k k= , ( ) 2
0 2 3 1 2 0( )S k A A A A k= − + − ,

2
0 1 2 3 3 1 2 0( ) ( ) ( )R k A A A A A A k= − + − . 

В безразмерном виде имеем 
1 0

0

( )(0)
( )

A S kT
R k

= . 

Рассмотрен также случай 0ξ < , соответствующий соотношению 
2

2 32 2TA G TA> ≥ . Уравнение (3.1.7) принимает вид 

( )
2

1 2 2 3
2

3 2 1 3 2 1 3

2 ( )( )
2 ( )

T A A A AdT
d A A A A A A A S kξ

− −
= ×

 + − +  



 

{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k W k × − + − − +   
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2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k W k k + − + − − + +   

}2 2
3 1 2 1 2 3( )( ) (1 2 ) ( )A A A A A A k W k k + − + − − +   

с начальным условием 
3 0

0

( )(0)
( )

A S kT
R k

= . 

В этом случае численный расчет проводился для значений момен-
тов инерции 1 4A = , 2 5,6,7A = , 3 8A = . Графики изменения кинетичес-
кой энергии имеют вид, представленный на рис. 21. 

 

 
Рис. 21 

 
Кривые 1, 2, 3 соответствуют различным значениям 2 5,6,7A = . 

Значение 2T =  соответствует вращению вокруг оси наименьшего момен-
та инерции 3Oz  (неустойчивое движение), 1T = − вращению вокруг оси 
наибольшего момента инерции 1Oz  (устойчивое движение). При 0ξ =  
(переход через сепаратрису) кривые имеют горизонтальную касательную 
(точки перегиба). 

Рассмотрим систему, состоящую из уравнений для λ  и δ систе-
мы (3.1.5) и уравнения (1.2.12). Их можно записать следующим образом: 

2
0 ( , , )δ ω ν δ λ= ∆ , 2

0 ( , , )λ ω ν δ λ= Λ , 

20 (1 cos )
( )

e
h e
ω

ν ν= + , 2 3/2( ) (1 )h e e= − . 
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Здесь ∆ , Λ − коэффициенты в правых частях второго и третьего 
уравнений (3.1.5), δ , λ − медленные переменные, а ν − полумедленная. 

Получена система специального вида, для решения которой при-
меняется модифицированный метод усреднения [309] (см. также §4 гл.1). 
После усреднения получим 

.
0δ = ,     

2 *
0

0

. 3 cos
4 ( )

N
G h e

ω δλ = .                             (3.1.9) 

Видно, что угол отклонения вектора кинетического момента от 
вертикали остается постоянным в указанном приближении. Для численно-
го расчета угла λ  необходимо провести обезразмеривание второго урав-
нения системы (3.1.9). Имеем для 0ξ > : 

 
cos
( )

d N
d h e
λ δ
ξ
= Γ



,
*

1

NN
A

= , 

[ ]
2 3 2 2
0 1 2 3

3
0 1 3 2 1 3 2 1 3

9
4 ( ) ( ) 2

A A A
G P A A A A A A A A

ω
Γ =

− + − +
,                    (3.1.10) 

( )*
2 3 1 3 2 3 2

( ) ( )2 3 1 ( )
( )

K k E kN A A A T A A A
K k k

 −
= + − + − + − 

 
 , 

для 0ξ < : 

cos
( )

d N
d h e
λ δ
ξ
= −Γ



,      
*

3

NN
A

= , 

[ ]
2 2 2 3
0 1 2 3

3
0 1 3 2 1 3 2 1 3

9
4 ( ) ( ) 2

A A A
G P A A A A A A A A

ω
Γ =

− + − +
, 

* 1
2 3 1 3 2 3 2

3

( ) ( )2 3 1 ( )
( )

A K k E kN A A A T A A A
A K k k

   −
= + − + − + −   

  
 . 

Здесь P  введено в (2.2.2). 
Проводился численный расчет системы (3.1.10) в безразмерном 

виде при начальных условиях для углов (0) 0.785δ = рад, (0) 0.785λ =
рад и для значений коэффициента 10, 1, 0.1, 0.01Γ = . Во всех расчетных 
случаях функция имеет один и тот же вид, отличаясь только диапазоном 
принимаемых значений. На рис. 22 приведен график функции ( )λ λ ξ=
при 1Γ =  и моменте инерции 2 5A =  для круговой орбиты. 
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                           Рис. 22                                                   Рис.23 

 
Если рассмотреть промежуток [ ]0,1ξ ∈  (рис. 23), то видно, что 

функция ( )λ λ ξ=  не является монотонной при 0ξ > , а при 0ξ <  −

 монотонно возрастающая. Для малых моментов времени [ ]5,3ξ ∈ −  фун-
кция зависит криволинейно, а для больших моментов времени близка к 
прямой линии. Из уравнения (3.1.10) видно, что приращение функции 

( )λ λ ξ= зависит от непостоянной величины N , которая зависит от фун-

кций 2 2 ( )k k ξ= , полных эллиптических интегралов ( )K k  и ( )E k , а та-

кже кинетической энергии ( )T T ξ=  . Согласно результатам численного 
расчета, представленного на рис. 21, при больших значениях безразмерно-
го времени ξ  кинетическая энергия стремится к асимптотическим значе-

ниям, при этом 2 0k → , а отношение 2

( ) ( ) 1
( ) 2

K k E k
K k k

−
→ . При 0ξ >  име-

ем, что 1T → , следовательно, 2 3 1 1( 2 ) /N A A A A→ + − .Аналогично при 
0ξ < , следует, что при больших по модулю ξ , закон изменения функции 

( )λ λ ξ=  аппроксимируется линейной функцией. При 0ξ >  кинетичес-

кая энергия является функцией убывающей, поэтому величина N  знако-
переменна, что приводит к немонотонности функции ( )λ λ ξ= . 

Согласно численному расчету было получено, что для несиммет-
ричного спутника с полостью, целиком заполненной вязкой жидкостью, 
движущегося под действием момента сил гравитационного притяжения 
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вектор кинетического момента G  остается величиной постоянной, напра-
вленной под постоянным углом δ  к вертикали плоскости орбиты. При 
этом конец вектора G движется по сфере радиуса 0G , сначала против хо-
да часовой стрелки, за счет имеющейся начальной кинетической энергии, а 
затем по ходу часовой стрелки, при этом кинетическая энергия убывает до 
значения 1, что соответствует устойчивому движению спутника вокруг оси 

1Oz  (при положительных моментах времени).  
 
3. Исследование вращательного движения спутника в окрест-

ности оси наибольшего момента инерции. 
Рассмотрим движение тела при малых 2 1k  , отвечающим дви-

жениям твердого тела, близким к вращениям вокруг оси 1Oz . В этом слу-
чае правую часть уравнения (3.1.6) можно упростить, используя разложе-
ния полных эллиптических интегралов в ряды по 2k [308]. Тогда уравне-
ние (3.1.6) интегрируется и асимптотическое решение записывается в виде 

2
1

(3 )exp
2

k C χ ξ+ = −  
 при 0ξ > , (3.1.11) 

2
1

(3 )exp
2

k C χ ξ− =   
 при 0ξ < , 

1C const= , 10 1C≤ ≤ . 
Изменение кинетической энергии можно качественно получить, 

следуя работе [134], простым пересчетом из соотношения  (1.3.6), исполь-
зуя найденное решение для малых 2k (3.1.11). Имеем 

22
1 3 1 2

12
1 1 2 3

( )( ) (3 )exp
2 2 ( ) 2

G A A A AGT C
A A A A

χ ξ− − + = + − −  
 при 0ξ > , (3.1.12) 

22
3 1 3 2

12
3 3 2 1

( )( ) (3 )exp
2 2 ( ) 2

G A A A AGT C
A A A A

χ ξ− − − = +  −  
 при 0ξ < . 

Для безразмерной величины кинетической энергии равенства 
(3.1.12) примут вид 

1 3 1 2
1

1 2 3

( )( ) (3 )1 exp
2( )

A A A AT C
A A A

χ ξ− − + = + −  −
  при 0ξ > ,       (3.1.13) 

1 3 1 3 21
12

3 3 2 1

( )( ) (3 )exp
( ) 2

A A A A AAT C
A A A A

χ ξ− − − = +  −  
  при 0ξ < . 
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Постоянная интегрирования 1C  находится грубо из условия ра-
венства кинетической энергии при 0ξ =  по формулам (3.1.13). Имеем 

1 3 2 3 1 2
1 2 2 2 2

3 1 2 1 2 3

( )( )
( ) ( )
A A A A A AC

A A A A A A
− −

=
− + −

.        (3.1.14) 

Графики изменения безразмерной кинетической энергии в случае 
малых 2k  имеют вид, представленный на рис. 24. Кривые 1, 2 , 3 получены 
для значений моментов инерции 1 4A = , 3 8A =  и 2 5,6,7A =  соответст-

венно. Как видно из рисунка, характер функции ( )T T ξ=   тот же, что и 

для 20 1k≤ ≤ , а также асимптотические значения на положительных и 
отрицательных безразмерных моментах времени сохраняют свои величи-
ны. Движение стремится к вращению вокруг оси наибольшего момента 
инерции 1Oz . 

Рассмотрим дифференциальное уравнение изменения угла λ  
(3.1.10) для малых 2k  с учетом (3.1.11) и (3.1.12). Имеем 

32
12 3/2

1 1

cos (3 )2 exp
(1 ) 2

AAd C
d e A A
λ δ χ ξ
ξ

 + = Γ + − +Π −  −   
, 

1 3 1 2 2 3
2

1 2 3

3( )( )( )
2 ( )

A A A A A A
A A A

− − +
Π =

−
. 

После элементарного интегрирования для угла λ  получается вы-
ражение вида 

32
1 02 3/2

1 1

cos 1 (3 )2 exp
(1 ) 3 2

AA C C
e A A
δ χ ξλ ξ

χ
  + = Γ + − − Π − +   − +    

, 

2 3/2
0 1

0
(1 )

cos 3
e CC λ
δ χ

− Π
= +

Γ +
. 

На рис. 25 приведен график изменения функции ( )λ λ ξ=  для 

малых 2k . Видно, что характер функции совпадает с характером измене-
ния угла λ  для 20 1k≤ ≤ , приведенным на рис. 23. При расчете принято 
то же начальное значение угла λ , а также величин центральных моментов 
инерции, угла δ , кинетического момента G  и коэффициента Γ . Однако 
ввиду малости модуля эллиптических функций 2k , график изменения 

( )λ λ ξ=  имеет меньшие градиенты. 
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                              Рис.24                                                  Рис. 25 
 

4. Пример 7. Движение динамически симметричного спутника. 
Рассмотрим движение динамически симметричного спутника с 

полостью, целиком заполненной сильно вязкой однородной жидкостью, 
относительно центра масс с учетом момента гравитационных сил. Для ре-
шения задачи введем три декартовые системы координат, следуя §1 гла-
вы 1. Положение вектора кинетического момента G  относительно его 
центра масс в системе координат ( 1,2,3)iOx i =  определяются углами λ  
и δ , как показано на рис. 1. 

Уравнения движения тела относительно центра масс запишем в 
форме (2.3.11). Центр масс спутника движется по кеплеровскому эллипсу с 
эксцентриситетом e  и периодом обращения Q . Зависимость истинной 
аномалии ν от времени t  дается соотношением (1.2.12).  

Рассматривается динамически симметричный спутник в предпо-
ложении, что угловая скорость ω  движения спутника относительно 
центра масс существенно больше угловой скорости орбитального движе-
ния 0ω , т.е. 0 1 0/ ~ / 1A Gε ω ω ω= << . 

Движение спутника рассматривается при 1 2A A= , моменты инер-
ции для определенности удовлетворяют неравенству 1 3A A> . Проекции 

Li  момента приложенных сил складываются из гравитационного момента 

gLi , представленного формулой (3.1.1) и момента сил вязкой жидкости в 

полости pLi . Для динамически симметричного спутника момент сил вяз-

кой жидкости в полости записывается следующим образом 
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( )

( )
( )

32
0(1) (1) (1)1 1 3

12
21

3 1 cos( ) ( 1,2,3)31

p
i

eP A AL A i
A e

ω ν
  

+−   = + + =  
  −  

B D S α , 

2
3

(1) 2
3

2 2
1( )

A r p
A r q

rA p q

 
 

=  
 − + 

B , 
1

2

3

i

i

i

α
α
α

 
 =  
 
 

α , *
2
33

1
1

α
α

=
−

,                     (3.1.15) 

( )
( )

* (1) (1)
31 33 1 1 1 2

(1) * (1) (1)
32 33 2 1 2 2

0

r F p M p

r F p M p

α α

α α

γ γ α

γ γ α

 − +
 
 = − + +
 
 
 

D ,

31 33 33 1 33 2 32
(1)

32 33 33 3 33 2 31

0

α α

α α

γ γ α β γ β γ
γ γ α β γ β γ

+ + 
 = + + 
 
 

F , 

2
33 32 32 33 33 32 3

(1) 2
33 31 31 33 33 31 3

0

γ α γ γ α γ υ
γ α γ γ α γ υ
 + −
 

= + − 
 
 

M ,        

( )

33 31 3
(1)

33 32 3

33 1 32 31

rA
rA

A q p

γ γ
γ γ

γ γ γ

− 
 = − 
 + 

S , 

3 1 1 2 2 3 3 ( 1,2,3)i i i i iγ υ α υ α υ α= + + = , 

1 31 32p p qα α α= + , 2 32 31p p qα α α= − , 

1 22 1 12 2αυ α υ α υ= − + , 2 23 1 13 2αυ α υ α υ= − + , 3 21 1 11 2αυ α υ α υ= − + . 
Величины ( 1,2,3)i iυ =  введены в (3.1.1). 
Предполагается, что в полости находится жидкость большой вяз-

кости, т.е. 1ϑ   ( 1 ~ϑ ε− ). С учетом сделанных предположений видно, 
что слагаемое с коэффициентом 2

0ω  в формуле проекции момента сил вяз-

кой жидкости в полости (3.1.15) имеет порядок 2ε , а значит с точностью 
до малых первого порядка малости ( 1 ~P ε ) проекции момента сил вязкой 
жидкости в полости на оси ( 1,2,3)iOy i = имеют вид: 

( ){ ( ) }2 2 21 1 3
3 1 2 1 32

1

( )p
i i i i

P A AL r A p q A r p q
A

α α α
−

= + − − .     (3.1.16) 
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Для невозмущенного движения Эйлера − Пуансо (при 0ε = ), ко-
гда эллипсоид инерции является эллипсоидом вращения, ϕ , ψ  являются 
линейными функциями, а угол θ − величина постоянная [305, 320]. Вели-
чины G , δ , λ , ν  в невозмущенном движении обращаются в постоян-
ные. Для возмущенного движения углы ϕ , ψ  являются быстрыми пере-
менными, а переменные G , δ , λ , ν , θ − медленными. Поэтому прово-
дим усреднение системы уравнений для медленных переменных G , δ ,λ , 
ν , θ  по быстрым переменным: сначала по ψ , а затем по ϕ . После усре-
днения по ψ  и ϕ  имеем: 

0dG
dt

= ,   
2

1
1 33

1 3

( )sin cosPGd A A
dt A A
θ θ θ= − ,                                          (3.1.17) 

( )
( )

32
0 2

1 332

3 1 cos 3sin( )cos( )sin ( ) 1 sin ,
21

ed A A
dt G e

ω νδ ν λ ν λ δ θ
+  = − − − − − 

 −

( )
( )

32
0 2 2

1 332

3 1 cos 3cos ( )cos ( ) 1 sin
21

ed A A
dt G e

ω νλ ν λ δ θ
+  = − − − 

 −
. 

Согласно первому уравнению (3.1.17) величина кинетического 
момента спутника остается постоянной и равна 0G , как и в случае несим-
метричного спутника (3.1.5). 

Интегрируя второе уравнение системы (3.1.17) для угла нутации, 
получим: 

2
1 0

0 1 33
1 3

exp ( )PGtg tg A A t
A A

θ θ
 

= − 
 

.                        (3.1.18) 

Здесь 0θ − начальное значение угла нутации. Коэффициент в квад-
ратных скобках есть величина положительная, так как задача рассматрива-
ется в предположении  1 3A A> . При различных начальных значениях угла 
θ  график функции угла нутации ( )tθ θ=  стремится к асимптотическому 
значению / 2π , что видно на рис. 26. Кривая 1 соответствует начальному 
значению / 3θ π= , кривая 2 – начальному значению / 4π  и кривая 3 −

/ 6π . 
Характер поведения функции  совпадает с описанным 

при исследовании формулы (2.1.20), но асимптотические значения опреде-
ляются знаком выражения . 

( )tθ θ=

1 3A A−
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Рис. 26 

 
Рассмотрим два последних уравнения системы (3.1.17) и уравне-

ние для истинной аномалии (1.2.12) 
2
0 ( , , )δ ω ν δ λ= ∆ , 2

0 ( , , )λ ω ν δ λ= Λ , 

20 (1 cos )
( )

e
h e
ω

ν ν= + , 2 3/2( ) (1 )h e e= − .               (3.1.19)  

Здесь ∆ , Λ − коэффициенты в правых частях последних двух 
уравнений (3.1.17), δ , λ − медленные переменные, а ν − полумедленная. 
Применяя модифицированный метод усреднения [309], имеем  

.
0δ = ,

2.
03 cos

2 ( )
N

Gh e
ω δ

λ = ,                                      (3.1.20) 

2
1 3

3( )(1 sin )
2

N A A θ= − − . 

Видно, что угол отклонения δ  вектора кинетического момента 
G от вертикали остается постоянным в указанном приближении, как и в 
случае несимметричного спутника.   

Второе дифференциальное уравнение системы (3.1.20) совпадает с 
уравнением изменения угла ориентации вектора кинетического момента 
(2.3.13) в примере 6. В этом примере приведен подробный анализ данного 
уравнения. 

Проинтегрируем уравнение для угла λ  (3.1.20) и, учитывая закон 
изменения угла нутации (3.1.18), имеем 
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( )2 20 1 3
0 0 02 3/2

3 cos ( ) 3 ln 1 ln 1 exp( ) ,
2 (1 ) 2

A A t tg tg t
G e

ω δ
λ θ θ γ λ

γ
−  

= + + − + + −  
 

2
1 0

1 33
1 3

2 ( )PG A A
A A

γ = − .                                     (3.1.21) 

На рис. 27 представлен график изменения угла λ  для различных 
начальных значений угла θ . Кривая 1 соответствует начальному значе-
нию / 3θ π= , кривая 2 – начальному значению / 4π  и кривая 3 − / 6π . 
Видно, что характер кривых 2 и 3 совпадает, а кривая 1 является монотон-
ной.  

 
Рис. 27 

 

Анализ второго уравнения системы (3.1.20) для угла λ  показыва-
ет, что правая часть уравнения является знакопеременной функцией и за-

висит от знака выражения 231 sin
2

θ − 
 

. При значениях угла *0;θ θ ∈   

это выражение является положительным, где критическое значение 
* 0.955≈ радθ . Поэтому функция угла λ  имеет промежутки возрастания 

и убывания. 
Таким образом, при движении динамически симметричного спут-

ника с полостью, заполненной вязкой жидкостью, под действием гравита-
ционного момента величина вектора кинетического момента G  остается 
постоянной, при этом вектор кинетического момента G направлен под по-
стоянным углом δ  к вертикали плоскости орбиты. При начальных значе-
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ниях угла нутации *0;θ θ ∈   конец вектора G движется по сфере радиу-

са 0G  сначала против хода часовой стрелки, а затем по ходу часовой стре-

лки. При начальных значениях угла нутации *θ θ>  конец вектора G
движется по сфере радиуса 0G  по ходу часовой стрелки. 

 
§2. Вращения спутника с полостью, заполненной вязкой жид-

костью, с учетом момента сил светового давления от Солнца. 
 
1. Постановка задачи.  
Рассмотрим движение спутника Солнца относительно центра масс 

под действием момента сил светового давления. Тело содержит полость, 
целиком заполненную сильно вязкой однородной жидкостью. Введем три 
правых декартовых системы координат, начало которых совместим с 
центром инерции спутника. Система координат 1 2 3Ox x x  движется посту-
пательно вместе с центром инерции: ось 1Ox  параллельна радиус-вектору 
перигелия орбиты, ось 2Ox  параллельна вектору скорости центра масс 
спутника в перигелии, ось 3Ox − нормали к плоскости орбиты. Системы 
координат ( 1,2,3)iOy i =  и ( 1,2,3)iOz i =  введены согласно §1 главы 1. 

Положение вектора кинетического момента G  относительно его 
центра масс в системе координат iOx  определяется углами λ  и δ , как 
показано на рис. 1.  

Уравнения движения тела относительно центра масс записывают-
ся в форме (2.1.1). Центр масс спутника движется по кеплеровскому элли-
псу с эксцентриситетом e  и периодом обращения Q . Зависимость истин-
ной аномалии ν  от времени t  дается соотношением (1.2.12). 

При исследовании движения спутника наряду с переменной θ  
используется в качестве дополнительной переменной кинетическая энер-
гия T , производная которой имеет вид (2.1.2). 

Проекции iL  момента приложенных сил складываются из момен-

та сил светового давления c
iL и момента сил вязкой жидкости в полости 

p
iL .  

В данной постановке задачи пренебрегаем моментом гравитаци-
онных сил. Соотношения между характерными величинами моментов гра-
витационных сил и моментов сил светового давления приведены в [25]. 
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Допустим, что поверхность космического аппарата представляет 
собой поверхность вращения, причем единичный орт оси симметрии k  
направлен вдоль оси 3Oz . Как показано в [25, 114], в этом случае для мо-
мента сил светового давления, действующего на спутник, имеет место фо-
рмула 

( )( )2 2
0 /c

c s ra R Rε= ×L e k , 

( ) ( ) ( )
2

'0
02c s c s s

Ra p S Z
R

ε ε ε= , 
2

0 0
c

E Rp
c R
 =  
 

.               (3.2.1) 

Здесь re − единичный вектор по направлению радиус-вектора ор-

биты; sε − угол между направлениями re  и k  так, что sinr sε× =e k ; R
− текущее расстояние от центра Солнца до центра масс спутника; 0R − фи-
ксированное значение R , например, в начальный момент времени; ( )c sa ε
− коэффициент момента сил светового давления, определяемый свойства-
ми поверхности; S − площадь «тени» на плоскости, нормальной к потоку; 

'
0Z − расстояние от центра масс до центра давления; cp − величина свето-

вого давления на расстоянии R  от центра Солнца; c − скорость света; 0E
− величина потока энергии светового давления на расстоянии 0R  от 
центра Солнца.  

Полагаем согласно [25], что в силу симметрии соответствующая 
функция имеет вид (cos )c c sa a ε=  и аппроксимируем ее полиномами по 
степеням cos sε . Представим функцию (cos )c sa ε  в виде 

0 1 cosc sa a a ε= + +  
Рассмотрим второй член разложения 1(cos ) cosc s sa aε ε=  в предположе-
нии, что 1 ~a ε . 

Проекции момента сил вязкой жидкости в полости p
iL  на оси 

( 1,2,3)iOy i =  записываются следующим образом 
2

(2)01

1 2 3

(cos ) ( 1,2,3)2
p c s
i

a RPL i
A A A R

ε  = + = 
  
ω B D α  ,     (3.2.2) 

p
q
r

 
 =  
 
 
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1
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3

B
B
B

 
 =  
 
 

B , 
1

2

3

i

i

i

α
α
α

 
 =  
 
 

α , *
2
33

1
1

α
α

=
−

, 
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( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

*
3 1 3 31 31 33 1 1 32 33 2

(2) *
3 2 3 32 32 33 3 1 31 33 2

32 2 1 2 3 31 1 1 2 3

( )

( )

( ) ( )

A A A r p p

A A A r p p

q A A A A p A A A A

α α α

α α α

γ α γ α υ α γ

γ α γ α υ α γ

γ γ

 − + + + +
 
 = + + − + +
 
 − − + − +
 

D , 

3 1 1 2 2 3 3 ( 1,2,3)i i i i iγ υ α υ α υ α= + + = , 

1 31 32p p qα α α= + , 2 32 31p p qα α α= − , 

1 22 1 12 2αυ α υ α υ= − + , 2 23 1 13 2αυ α υ α υ= − + , 3 21 1 11 2αυ α υ α υ= − + , 
2 2

1 2 2 1 2 2 3 1 3 3 1 3 3 2 1 1( )( ) ( )( ) iB A A A A A A A A A A A Aω ω α = − − + + − − +  , 

2B , 3B имеют аналогичный вид и получаются ротацией индексов (сдви-
гом). 

Величины ( 1,2,3)i iυ =  введены в (3.1.1), ijα − направляющие ко-

синусы между системами координат ( 1,2,3)iOy i =  и ( 1,2,3)iOz i = , p , 
q , r − проекции на оси ( 1,2,3)iOz i =  соответственно вектора абсолют-
ной угловой скорости ω  спутника относительно системы координат 

1 2 3Ox x x . Скалярная величина 1P  определяет тензор, зависящий только от 
формы полости, который характеризует диссипативный момент сил в ква-
зистатическом приближении. Эта величина определяется согласно форму-
ле (3.1.3). В задаче предполагается, что в полости находится жидкость бо-
льшой вязкости, т.е. 1ϑ   ( 1 2~ϑ ε− ), а форма полости сферическая. 

Рассматривается динамически несимметричный спутник, моменты 
инерции которого для определенности удовлетворяют неравенству 

1 2 3A A A> > , в предположении, что угловая скорость ω  движения спут-
ника относительно центра масс существенно больше угловой скорости ор-
битального движения 0ω , т.е. 0 1 0/ ~ / 1A Gε ω ω ω= 

. В этом случае 
кинетическая энергия вращения тела велика по сравнению с моментами 
возмущающих сил.  

С учетом рассмотренных выше предположений видно, что второе 
слагаемое (с коэффициентом ( )cosc sa ε ) в формуле проекции момента 

сил вязкой жидкости в полости (3.2.2) имеет порядок 3ε , а значит с точно-
стью до малых второго порядка малости ( 2

1 ~P ε ) проекции момента сил 
вязкой жидкости в полости имеют вид: 
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1

1 2 3

p
i

PL
A A A

= ×
                                                                                         

(3.2.3) 

{ 2 2
2 1 2 2 3 1 3 1 3 3 2 1 1( )( ) ( )( ) ip q A A A A A A r A A A A A A α × − − + + − − + +   

2 2
3 2 3 3 1 2 1 1 2 3 1 2 2( )( ) ( )( ) iq r A A A A A A p A A A A A A α + − − + + − − − +   

}2 2
1 3 1 1 2 3 2 3 2 2 1 3 3( )( ) ( )( ) .ir p A A A A A A q A A A A A A α + − − + + − − +   

( 1,2,3)i =  
Полученные выражения совпадают с (3.1.4), в котором 1 ~P ε . 
Ставится задача исследования эволюции вращений спутника на 

асимптотически большом интервале времени 2~t ε − , на котором проис-
ходит существенное изменение параметров движения. 

 
2. Модифицированная процедура метода усреднения. 
Для исследования системы (2.1.1), (2.1.2), (1.2.12) с учетом (3.2.1), 

(3.2.3) при малом ε  на промежутке времени 2~t ε −  будем применять мо-
дифицированную схему метода усреднения [17, 26, 309]. Рассмотрим нево-
змущенное движение ( 0)ε = , когда моменты приложенных сил равны ну-
лю. В этом случае  вращение твердого тела является движением Эйлера−
Пуансо. Величины G , δ , λ , T , ν  обращаются в постоянные, а ϕ , ψ , 
θ  – некоторые функции времени t  [305, 320]. Медленными переменными 
в возмущенном движении будут G , δ , λ , T , ν , а быстрыми – углы Эй-
лераϕ , ψ , θ . 

Рассмотрим движение при условии 2
1 22 2TA G TA≥ > , соответст-

вующем траекториям вектора кинетического момента, охватывающим ось 
1Oz , соответствующую наибольшему моменту инерции 1A . Для исследо-

вания движения введем величину, представляющую собой в невозмущен-
ном движении постоянную − модуль эллиптических функций, описываю-
щих это движение, согласно (1.3.6). 

Для построения усредненной системы первого приближения подс-
тавим решение невозмущенного движения Эйлера − Пуансо в правые час-
ти уравнений движения и проведем усреднение по переменной ψ , а затем 
по времени t  с учетом зависимости ϕ , θ от t  по схеме, предложенной в 
[26] для нерезонансных случаев. При этом для медленных переменных 

, , , ,G Tδ λ ν  сохраняются прежние обозначения. В результате получим 
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0dG
dt

= , ( ) 12 2
1 0 2 sin sin 2( )d a R GR H

dt
δ δ λ ν

−
= − − , 

( ) 12 2 2
1 0 cos cos ( )d a R GR H

dt
λ δ λ ν

−
= − − , 

2
1 1 3 1 2 2 3

2 2 2 2
1 2 3

4 ( )( )( )
3 ( )

PT A A A A A AdT
dt A A A S k

− − −
= − ×

                               
(3.2.4) 

{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k W k × − + − − +   

2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k W k k + − + − − + +   

}2 2
3 1 2 1 2 3( )( ) (1 2 ) ( )A A A A A A k W k k + − + − − +  , 

21 ( )3 1
2 ( )

E kH b
K k

 
= − 

 
 при 2

22 0TA G− > , 

2
2

2

1 3 ( ) 1
2

bH k W k
k

 
 = − −  

 
 при 2

22 0TA G− < , 

2

1
hb σ
σ
+

=
+

,   
( )
( )

3 1 2

1 2 3

A A A
A A A

σ
−

=
−

,   2 3
2

2 2 3

2 1 A ATh
G A A A

 
= −  − 

, 

( ) 2
2 3 1 2( )S k A A A A k= − + − , 

( )( ) 1
( )

E kV k
K k

= + , 
( )( ) 1
( )

E kW k
K k

= − . 

Здесь ( )K k  и ( )E k − полные эллиптические интегралы первого и 
второго рода соответственно [308]. Согласно первому уравнению (3.2.4) 
кинетический момент спутника остается постоянным и равен 0G . Диффе-

ренцируя выражение для 2k  (1.3.6) и используя уравнения для кинетичес-
кой энергии (3.2.4), получим дифференциальное уравнение (3.1.6), которое 
не зависит от других переменных (см. также [134, 138, 277, 278]). Совпа-
дение уравнений для модуля эллиптических функций объясняется тем, что 
на эволюцию кинетической энергии спутника оказывает влияние только 
момент сил вязкой жидкости в полости. 

Из уравнений движения (3.2.4) следует, что изменения углов λ , 
δ  зависят как от действия момента сил светового давления, так и от дейс-
твия момента сил вязкой жидкости в полости. Выражение, стоящее в фи-
гурных скобках правой части уравнения (3.2.4) для T  положительно (при 

1 2 3A A A> > ), так как справедливы неравенства 2(1 )k K E K− ≤ ≤ . Поэ-
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тому / 0dT dt <  поскольку 0T > , т.е. переменная T  строго убывает для 
любых 2 [0,1]k ∈ .  

Уравнение для кинетической энергии системы (3.2.4) совпадает с 
соответствующим уравнением в (3.1.5). Было показано, что под влиянием 
момента сил вязкой жидкости в полости происходит эволюция кинетичес-
кой энергии тела T  в пределах от вращения вокруг оси 3Oz , соответст-
вующей наименьшему моменту инерции 3A (неустойчивое движение) до 
вращения вокруг оси 1Oz , соответствующей наибольшему моменту инер-
ции 1A  (устойчивое движение). Анализ эволюции кинетической энергии 
спутника подробно проведен в §1 данной главы. 

 
3. Ориентация вектора кинетического момента. 
Рассмотрим систему, состоящую из уравнений для λ  и δ систе-

мы (3.2.4). Как известно 0

1 cos
lR

e ν
=

+
, а фокальный параметр орбиты 

определяется равенством 
1/3 2

0 2/3
0

(1 )el η
ω
−

= . Здесь η − гравитационная по-

стоянная. Тогда первые два уравнения (3.2.4) примут вид: 
2 4/3 2

1 0 0
2/3 2 2

(1 cos ) sin sin 2( )
2 (1 )

a R ed H
dt G e

ω νδ δ λ ν
η

+
= − −

−
,           (3.2.5) 

2 4/3 2
21 0 0

2/3 2 2

(1 cos ) cos cos ( )
(1 )

a R ed H
dt G e

ω νλ δ λ ν
η

+
= − −

−
. 

Проведем обезразмеривание уравнения изменения кинетического 
момента (3.2.4), уравнений для истинной аномалии (1.2.12), модуля эллип-
тических функций 2k  (3.1.6), а также уравнений системы (3.2.5). Характе-
рными параметрами задачи являются 0G − кинетический момент спутника 
при 0t = , 0Ω − величина угловой скорости ω движения спутника относи-
тельно центра масс в начальный момент времени. Безразмерные величины 

определяются формулами 0t t= Ω , 
0

GG
G

= , 0

0

i
i

AA
G
Ω

= , 
0 0

i
i

LL
G

=
Ω

 , 

0 0

TT
G

=
Ω

 , 
2

2 1 0
1

0

PP
G

ε
Ω

= ( 1,2,3)i = . 
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Введем обозначение 
2

1 0 0
1 2/3 2/3

0 0

a R
G η ω

Ω
Γ =

                                           
(3.2.6) 

и назовем эту величину приведенным коэффициентом момента сил свето-
вого давления. 

После обезразмеривания имеем систему уравнений движения ви-
да: 

2
2 1

2 2

(1 cos ) sin sin 2( )
2 (1 )
H ed

dt G e
νδ ε δ λ νΓ +

= − −
−







, 

2
2 21

2 2

(1 cos ) cos cos ( )
(1 )

H ed
dt G e

νλ ε δ λ νΓ +
= − −

−







, 

2

2 3/2

(1 cos )
(1 )

d e
dt e
ν νε +
=

−

,         0dG
dt

=




,                                         (3.2.7) 

( )( ) ( ) ( )
2

2 2 21 ( )1 1 1 1
( )

dk E kk k
dt K kN

ε χ χ χ
 

 = − − − − + +  
 



, 

2 2 2
1 2 3

1 1 3 2 1 3 2 1 3

3
( )[ ( ) 2 ]

A A AN
P A A A A A A A A

=
− + − +

  



       

, 

21 ( )3 1
2 ( )

E kH b
K k

 
= − 

 


      при 2
22 0TA G− >  , 

2
2

2

1 3 ( ) 1
2

bH k W k
k

 
 = − −  

 



    при 2
22 0TA G− <  , 

2

1
hb σ
σ
+

=
+









 ,  
( )
( )

3 1 2

1 2 3

A A A

A A A
σ

−
=

−

  



  

, 2 3
2

2 2 3

2 1 A ATh
G A A A

 
= − 

− 

 




   

. 

Кинетическая энергия T  находится из соотношения (1.3.6) в без-
размерном виде: 

2 ( )
( )

G S kT
R k

=
 





, ( )2
2 3 1 2( )S k A A k A A= − + −     , 

( ) ( ) 2
1 2 3 3 1 2( )R k A A A A A A k= − + −      . 

 

118 
 



Первые три уравнения для λ , δ  и ν  системы (3.2.7) можно за-
писать следующим образом: 

 
2 ( , , )d

dt
δ ε ν δ λ= ∆


, 2 ( , , )d
dt
λ ε ν δ λ= Λ


,             (3.2.8) 

 
2(1 cos )

( )
d e
dt h e
ν νε +
=


, 2 3/2( ) (1 )h e e= − . 

 
Здесь ∆ , Λ − коэффициенты в правых частях первого и второго 

уравнений (3.2.7), λ , δ − медленные переменные, а ν − полумедленная. 
Получена система специального вида, для решения которой применяется 
модифицированный метод усреднения [309] (см. также §4 главы 1). После 
усреднения получим 

 

0d
dt
δ
=



, 2 1
2 1/2

cos
2 (1 )

Hd
dt G e

δλ ε Γ
= −

−







.                       (3.2.9) 

 

Интегрирование системы проводилось для медленного времени 
2τ ε τ=  . Численный расчет проводился при начальных условиях (0) 1G =

; 2 (0) 0.99k = ; (0) 0.785= радδ ; (0) 0.785 ;= радλ 1(0) 10P = . Для без-
размерного времени τ  имеем следующую картину, представленную на 

рис.28. Кривые 1, 2, 3 соответствуют различным значениям 2 5,6,7A =  

для постоянных значений 1 8A = , 3 4A = . Из рис. 28 видно, что характер 
изменения угла λ  носит почти линейный характер и с увеличением значе-

ния момента инерции 2A  функция увеличивается быстрее. 
Согласно численному расчету показано, что для несимметричного 

спутника с полостью, заполненной вязкой жидкостью, и движущегося под 
действием момента сил светового давления, вектор кинетического момен-
та  остается величиной постоянной, направленной под постоянным 
углом  к вертикали плоскости орбиты. При этом конец вектора  дви-
жется по сфере радиуса  против хода часовой стрелки и кинетическая 
энергия убывает до значения 1, соответствующего устойчивому движению 
спутника вокруг оси наибольшего момента инерции . 

G
δ G

0G

1Oz
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Рис. 28 

 
3. Предельный случай вращения, близкого к осевому. 
Рассмотрим движение тела при малых 2 1k << , отвечающих дви-

жениям твердого тела, близким к вращениям вокруг оси 1Oz . Так как ура-
внение изменения модуля эллиптических функций имеет вид (3.1.6), то 
асимптотическое решение записывается согласно формуле (3.1.11). Таким 
образом, при движении спутника с полостью, целиком заполненной вязкой 
жидкостью, вокруг оси 1Oz , соответствующей наибольшему моменту 
инерции 1A , как под действием гравитационного момента, так и под дейс-
твием момента сил светового давления закон изменения кинетической 
энергии описывается одинаковыми формулами (3.1.12), (3.1.13). Графики 
изменения безразмерной кинетической энергии для малых 2k  представле-
ны на рис. 24. 

Асимптотическое выражение модуля эллиптических функций мо-
жно представить в виде функции безразмерного времени τ  

[ ]2 2
0 expk k uτ= − , 

( ) ( )1
1 2 1 2 1 3 1 3 2 32 2 2

1 2 3

Pu A A A A A A A A A A
A A A

 = − + − + 


         

  

.   (3.2.10) 

Рассмотрим дифференциальное уравнение (3.2.9) для угла λ  в 
безразмерном времени τ  для малых 2k  с учетом (3.2.10). В правую часть 

уравнения входит известная переменная величина H . При 2
22 0TA G− <   

функция ( )H τ  с учетом малых второго порядка имеет вид: 
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[ ]23 1 2
0

1 2 3

3 ( )1 exp 1
2 2 ( )

A A AH k u
A A A

τ
 −

= − − 
− 

  



  

.                (3.2.11) 

Ясно, что 0.5H →−  при τ →∞ . Подставляем полученное выра-
жение для H  в уравнение изменения угла λ , интегрируем и находим 

[ ]( )
2

3 1 2 1 0 1
0 2 1/22 1/2

1 2 3

3 ( ) cos cosexp 1
4(1 )8 ( )(1 )

A A A k u
euA A A e

δ τ δλ λ τ
− Γ Γ

= + − − +
−− −

  

  

, 

где константы 0λ , 2
0k  определяются из начальных условий. График дан-

ной функции ( )λ λ τ=  при 2 1k <<  имеет вид, представленный на рис. 29. 

Кривые 1, 2, 3 соответствуют различным значениям 2 5,6,7A = , при пос-

тоянных значениях 1 8A = , 3 4A =  и при начальном значении угла 
(0) 0.785λ = .рад. Как видно из рисунка, характер кривых аналогичен фу-

нкциям ( )λ λ τ=  при произвольных 2k . 
 

 
Рис. 29 

 
 

4. Пример 8. Вращательное движение динамически симметри-
чного спутника. 

Рассмотрим движение динамически симметричного спутника (
1 2A A= ), моменты инерции которого для определенности удовлетворяют 

неравенству 1 3A A> . Уравнения движения тела относительно центра масс 

запишем в форме (2.3.11). Проекции момента сил p
iL  вязкой жидкости в 

полости на оси ( 1,2,3)iOy i =  при 1 2A A=  имеют вид: 
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( )
2

(1) (3)01
1 32 2

1

(cos ) ( 1,2,3)p c S
i

a RPL A A i
A R

ε   = − + =  
   

B D α , 

2
3

(1) 2
3

2 2
1( )

A r p
A r q

rA p q

 
 

=  
 − + 

B , 
1

2

3

i

i

i

α
α
α

 
 =  
 
 

α , *
2
33

1
1

α
α

=
−

,                              (3.2.12) 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

*
31 1 3 1 1 1 33 32 33 2

(3) *
32 1 3 1 1 3 33 31 33 2

1 31 32

r A A A p p

r A A A p p

A p q

α α α

α α α

γ α υ α α γ

γ α υ α α γ

γ γ

  − + + − +  
  = + + − +  
 −
 

D ,    

3 1 1 2 2 3 3 ( 1,2,3)i i i i iγ υ α υ α υ α= + + = , 

1 31 32p p qα α α= + , 2 32 31p p qα α α= − , 

1 22 1 12 2αυ α υ α υ= − + , 2 23 1 13 2αυ α υ α υ= − + , 3 21 1 11 2αυ α υ α υ= − + . 
Величины ( 1,2,3)i iυ =  введены в (3.1.1). 

Полагаем согласно [25] ( )cosc c sa a ε=  и аппроксимируем эту 

функцию полиномами по степеням cos .sε  Представим ( )cosc sa ε  в виде 

0 1 cosc sa a a ε= + + . Рассмотрим второй член представленного разло-

жения, когда ( ) 1cos cosc s sa aε ε=  с учетом того, что 1a ε . 
Предполагается, что в полости находится жидкость большой вяз-

кости, поэтому скалярная величина 2
1 ~P ε . Из (3.2.12) видно, что второе 

слагаемое (с коэффициентом ( )cosc sa ε ) имеет порядок 3ε , а значит с 

точностью до малых второго порядка малости ( 2
1 ~P ε ) проекции момента 

сил вязкой жидкости в полости имеют вид 

( ){ ( ) }2 2 21 1 3
3 1 2 1 32

1

( ) ( 1,2,3).i i i
P A ApL r A p q A r p q ii A

α α α
−

= + − + =
 

(3.2.13) 
 

Для решения задачи применяется метод усреднения [17]. После 
усреднения по быстрым переменным ϕ , ψ  получим уравнения в безраз-
мерных величинах 
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0dG
dt

=




,     2
2 1 3( )sin cosd A A

dt
θ ε θ θ= Γ − 



,                          (3.2.14) 

( )
( )

( )
2

12 2
22

1 cos 31 sin sin sin 2
22 1

ed
dt e

νδ ε θ δ λ ν
Γ +  = − − − 

 −

, 

( )
( )

( )
2

12 2 2
22

1 cos 31 sin cos cos
21

ed
dt e

νλ ε θ δ λ ν
Γ +  = − − − 

 −

. 

 
Здесь безразмерные величины определяются равенствами 0t t= Ω , 

0

0

i
i

AA
G
Ω

= , 2
2

0a
ϑ

ϑε =
Ω

 , где 0Ω − угловая скорость движения спутника 

относительно центра масс в начальный момент времени, a − радиус поло-
сти (см. (2.2.2)). 

 
Введены обозначения 1Γ  согласно формуле (3.2.6) и  
 

3
0

2 2 3 3
1 3 0

P G
a A A

ρ
ϑ

Γ =
Ω



.                                        (3.2.15) 

Величина 2Γ  имеет смысл приведенного коэффициента момента 
сил вязкой жидкости в полости. 

Исследуем решение системы (3.2.14) при малом ε  на промежутке 
времени 2tτ ε=  . Из первого уравнения системы (3.2.14) видно, что кине-
тический момент является постоянной величиной. Интегрируя второе ура-
внение системы (3.2.14) для угла нутации θ , получим 

 

0 2 1 3exp ( )tg tg A Aθ θ τ = Γ − 
  .                  (3.2.16) 

 
График функции  имеет вид, представленный на рис. 30. 

Расчет проводился при начальном условии . Кривая 1 со-

ответствует случаю (спутник «сплюснутый» по оси инерции ), а 

кривая 2 −  (спутник «вытянутый» по оси инерции ). 

( )θ θ τ=

( )0 / 3= радθ π

1 3A A> 

3A

1 3A A< 

3A

123 
 



 
Рис. 30 

 
Последние два уравнения (3.2.14) и уравнение (1.2.12) в безразме-

рном времени τ  могут быть записаны в виде 

( )2 , ,d
d
δ ε ν δ λ
τ
= ∆ ,        ( )2 , ,d

d
λ ε ν δ λ
τ
= Λ , 

( ) ( )21 cosd e
d h e
ν ε ν
τ
= + , ( ) ( )3/221h e e= − ,               (3.2.17) 

где ∆ , Λ − коэффициенты в правых частях последних двух уравнений 
(3.2.14). Из системы (3.2.16) видно, что δ , λ − медленные переменные, а 
ν − полумедленная.  

Применяя модифицированный метод усреднения [309], получим: 

0d
d
δ
τ
= ,

( )
21

1/22

cos 31 sin
22 1

d
d e

δλ θ
τ

Γ  = − − 
 −

 . 

Видно, что угол отклонения δ  вектора кинетического момента 
G  от вертикали остается постоянным в указанном приближении, как и в 
случае несимметричного спутника.  

С учетом (3.2.16) находим аналитически закон изменения угла λ  
от времени τ : 

3 21
0 1

2 3

1 exp( )3 ln
2 1

u uuu
u u

τ
λ λ τ

+
= + −

+
, 
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1
1 2 3/2

cos
2(1 )

u
e
δΓ

= −
−

,     2 2 1 32 ( )u A A= Γ −  ,     2
3 0u tg θ= . 

График изменения функции ( )λ λ τ=  имеет вид, представленный 

на рис. 31, для случая начального значения угла нутации ( )0 / 3= радθ π  
и при начальном значении угла / 4= радλ π . Кривые построены при раз-
личных значениях параметра 2 0.5, 1, 1.5, 2u = − − − − . Из рисунка видно, 
что при значениях 2 1u ≥ −  на малых промежутках временах 2.5τ <  гра-
фик функции имеет вид монотонно убывающей функции. При значениях 

2 1u < −  на малых промежутках времени функция ( )λ λ τ=  не является 
монотонной, при этом, чем меньше параметр 2u , тем больше возрастает 
функция. При значениях времени 2.5τ >  графики всех функций линейны 
и практически подобны.  

 

  
                          Рис. 31                                                    Рис. 32 
 

Для тех же значений параметра 2u  построены графики изменения 
угла нутации ( )θ θ τ=  (рис. 32). Видно, что чем меньше параметр 2u , тем 
быстрее угол 0θ → , т.е. чем более «вытянутое» тело по оси 3Oz , соот-
ветствующей  моменту инерции 3A , тем быстрее спутник стремится к по-
ложению устойчивого вращения вокруг этой оси. 

Таким образом, при движении динамически симметричного спут-
ника с полостью, заполненной вязкой жидкостью, под действием момента 
сил светового давления величина вектора кинетического момента G  оста-
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ется постоянной, направленной под постоянным углом δ  к вертикали 
плоскости орбиты. Направление движения конца вектора G  зависит от 
формы спутника. В случае «сплюснутого» спутника по оси 3Oz , соответс-
твующей моменту инерции 3A , конец вектора G  движется по сфере ра-
диуса 0G  против хода часовой стрелки. При этом, угол нутации стремится 
к предельному значению / 2π  рад. Для динамически «вытянутого» по 
этой же оси спутника конец вектора G  движется по сфере радиуса 0G  
сначала по ходу часовой стрелки, а затем против хода часовой стрелки и 
угол нутации стремится к нулю. 

 
§3. Вращения спутника с полостью, заполненной жидкостью 

большой вязкости, под действием моментов сил гравитации и свето-
вого давления. 

 
1. Постановка задачи. 
Рассмотрим движение спутника (планеты) относительно центра 

масс под действием момента сил светового давления в гравитационном 
поле. Тело содержит полость, целиком заполненную сильно вязкой одно-
родной жидкостью (вязкое ядро). Вращательные движения рассматриваю-
тся в рамках модели квазитвердого тела, центр масс которого движется по 
заданной фиксированной эллиптической орбите вокруг Солнца [134].  

Введем три декартовы системы координат согласно §2 данной 
главы. Положение вектора кинетического момента G  относительно его 
центра масс в системе координат iOx  определяется углами λ  и δ , как 
показано на рис.1. 

Уравнения движения тела относительно центра масс записывают-
ся в форме (2.1.1). 

Для удобства при исследовании движения спутника наряду с пе-
ременной θ  используется в качестве дополнительной переменной кине-
тическая энергия T , производная которой имеет вид (2.1.2). 

Центр масс спутника движется по кеплеровскому эллипсу с экс-
центриситетом e  и периодом обращения Q . Зависимость истинной ано-
малии ν  от времени t  дается соотношением (1.2.12), при этом 

 
2 3

0 3
0

2 (1 )e
Q
π ηω −

= =


.                                     (3.3.1) 
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Здесь 0l − фокальный параметр орбиты, 0ω  – угловая скорость 
орбитального движения, e  – эксцентриситет орбиты, η − гравитационная 
постоянная. 

Проекции iL  момента приложенных сил складываются из момен-

та сил светового давления c
iL , момента сил вязкой жидкости в полости p

iL  

и из гравитационного момента g
iL .  

Момент сил светового давления cL , действующих на спутник, 
определяется согласно (3.2.1). Проекции гравитационного момента g

iL  на 
оси ( 1,2,3)iOy i =  имеют вид (3.1.1). 

Проекции момента сил сильно вязкой жидкости в полости p
iL  на 

оси ( 1,2,3)iOy i =  имеют вид [134]: 

( ) ( )
2
01
2 3

1 2 3

3cos ( 1,2,3)p
i c s

RPL a i
A A A R R

µε
   = + + + =  
   
ω B C D S α  , 

p
q
r

 
 =  
 
 

ω , 
1

2

3

B
B
B

 
 =  
 
 

B  , 
1

2

3

i

i

i

α
α
α

 
 =  
 
 

α , *
2
33

1
1

α
α

=
−

,                                    (3.3.2) 

( )
( )

*
3 2 1 31 33 22 1 12 2 32 33 2 31 1 3

*
3 1 1 11 2 33 32 21 1 31 33 2 32 2 3

32 2 1 2 3 31 1 1 2 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

A A p p r A A

A A p p r A A

q A A A A p A A A A

α α

α α

α γ α α υ α υ α γ γ

α α υ α γ α υ α γ γ

γ γ

  − + + − +  
  = − − + + +  
 − − + − +
 

C , 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

*
2 3 3 2 31 33 1 1 1 2

*
1 3 1 3 32 33 2 1 2 2

2 2 *
2 1 32 31 3 1 3 2

A A A A r F p M p

A A A A r F p M p

A A r F p M p

α α

α α

α α

γ γ α

γ γ α

γ γ α

 − − + + 
 = − − + + 
  − − − + 

D , 

( )

31 33 33 1 33 2 32

32 33 33 3 33 2 31

2 2
32 31 33 3 32 1 31

α α

α α

α α

γ γ α υ γ υ γ
γ γ α υ γ υ γ

γ γ α υ γ υ γ

 + + 
= + + 
  − + + 

F , 

( )

2
33 32 32 33 33 32 3
2
33 31 31 33 33 31 3

33 32 31 31 32

γ α γ γ α γ υ
γ α γ γ α γ υ
γ γ α γ α

 + −
 

= + − 
 + 

M , 
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2 2 2 2
31 33 3 1 2 1 2 3 3 32 2 1 3 1 2 3 2

2 2 2 2
32 31 1 3 2 2 1 3 1 33 3 1 2 2 1 3 3

2 2 2 2
33 32 2 1 3 3 1 2 2 31 1 2 3 3 1 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( )

rA A A A A A A qA A A A A A A

pA A A A A A A rA A A A A A A

qA A A A A A A pA A A A A A A

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

− − + + − − +

= − − + + − − +

− − + + − − +

    
   

     

S  

3 1 1 2 2 3 3 ( 1,2,3)i i i i iγ υ α υ α υ α= + + = , 

1 31 32p p qα α α= + , 2 32 31p p qα α α= − , 

1 22 1 12 2αυ α υ α υ= − + , 2 23 1 13 2αυ α υ α υ= − + , 3 21 1 11 2αυ α υ α υ= − + , 
2 2

1 2 2 1 2 2 3 1 3 3 1 3 3 2 1 1( )( ) ( )( ) iB A A A A A A A A A A A Aω ω α = − − + + − − +  , 

2B , 3B имеют аналогичный вид и получаются ротацией индексов (сдви-
гом). 

Здесь ( 1,2,3)i iυ =  введены в (3.1.1), ijα − направляющие косину-

сы между системами координат ( 1,2,3)iOy i =  и ( 1,2,3)iOz i = , p , q , r
− проекции на оси ( 1,2,3)iOz i =  вектора абсолютной угловой скорости 
ω  спутника в системе координат 1 2 3Ox x x .  

Величина 1P  определяет скалярный тензор, зависящий только от 
формы полости, который характеризует диссипативный момент сил в ква-
зистатическом приближении. Эта величина определяется согласно форму-
ле (3.1.3). В задаче предполагается, что в полости находится жидкость бо-
льшой вязкости, т.е. 1ϑ   ( 1 2~ϑ ε− ), а форма полости сферическая. 

С учетом введенных предположений видно, что второе слагаемое 
(с коэффициентом ( )cosc sa ε ) в формуле проекции момента сил вязкой 

жидкости в полости (3.3.2) имеет порядок 3ε . Гравитационная постоянная 
η  пропорциональна квадрату угловой скорости орбитального движения 

0ω , т.е. 2η ε . Значит с точностью до величин второго порядка малости (
2

1P ε ) проекции момента сил вязкой жидкости в полости имеют вид: 

{ 2 21
2 1 2 2 3 1 3 1 3 3 2 1 1

1 2 3

( )( ) ( )( )p
i i

P
L p q A A A A A A r A A A A A A

A A A
α= − − + + − − + +  

2 2
3 2 3 3 1 2 1 1 2 3 1 2 2( )( ) ( )( ) iq r A A A A A A p A A A A A A α+ − − + + − − − +      (3.3.3) 

}2 2
1 3 1 1 2 3 2 3 2 2 1 3 3( )( ) ( )( ) ( 1, 2,3).ir p A A A A A A q A A A A A A iα+ − − + + − − + =    
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Ставится задача исследования эволюции вращений спутника на 
асимптотически большом интервале времени 2t ε −

 , на котором проис-
ходит существенное изменение параметров движения. 

 
2. Модифицированная процедура усреднения. 
Для решения задачи будем применять модифицированную схему 

метода усреднения [17, 26, 309]. Рассмотрим невозмущенное движение 
( 0)ε = , когда моменты приложенных сил равны нулю. В этом случае 
вращение твердого тела является движением Эйлера−Пуансо. Величины 
G , δ , λ , T , ν  обращаются в постоянные, а ϕ , ψ , θ  – некоторые фу-
нкции времени t  [305, 320]. Медленными переменными в возмущенном 
движении будут G , δ , λ , T , ν , а быстрыми – углы Эйлера ϕ , ψ , θ . 

Рассмотрим движение при условии 2
1 22 2TA G TA≥ > , соответст-

вующем траекториям вектора кинетического момента, охватывающим ось 
наибольшего момента инерции 1Oz . Введем величину 2k  согласно (1.3.6), 
представляющую собой в невозмущенном движении постоянную − модуль 
эллиптических функций, описывающих это движение. 

Для построения усредненной системы первого приближения подс-
тавим решение невозмущенного движения Эйлера-Пуансо в правые части 
уравнений движения и проведем усреднение по переменной ψ , а затем по 
времени t  с учетом зависимости ϕ , θ от t  по схеме, предложенной в [26] 
для нерезонансного случая. При этом для медленных переменных δ , λ , 
G , T  сохраняются прежние обозначения. В результате получим 

0dG
dt

= ,

( ) ( )
( )

32
1 02 2 *

1 0 2 332

3 1 cos
2 sin sin 2( )

2 1

ed a R GR H N
dt G e

ω νδ δ λ ν υ υ
− +

= − − −
−

, 

( ) ( )
( )

32
1 02 2 2 *

1 0 1 332

3 1 cos
cos cos ( )

2 1 sin

ed a R GR H N
dt G e

ω νλ δ λ ν υυ
δ

− +
= − − +

−
, 

2
1 1 3 1 2 2 3

2 2 2 2
1 2 3

4 ( )( )( )
3 ( )

PT A A A A A AdT
dt A A A S k

− − −
= − × (3.3.4) 

{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k W k × − + − − +   
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2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k W k k + − + − − + +   

}2 2
3 1 2 1 2 3( )( ) (1 2 ) ( )A A A A A A k W k k + − + − − +  , 

2
2 3 1 2( ) ( )S k A A A A k= − + − , 

( )( ) 1
( )

E kV k
K k

= + ,
( )( ) 1
( )

E kW k
K k

= − , 

21 ( )3 1
2 ( )

E kH b
K k

 
= − 

 
 при 2

22 0TA G− > , 

2
2

2

1 3 ( ) 1
2

bH k W k
k

 
 = − −  

 
 при 2

22 0TA G− < , 

2

1
hb σ
σ
+

=
+

,   
( )
( )

3 1 2

1 2 3

A A A
A A A

σ
−

=
−

,   2 3
2

2 2 3

2 1 A ATh
G A A A

 
= −  − 

, 

* 1
2 3 1 3 2 32 2

2 ( ) ( )2 3 1 ( )
( )

AT K k E kN A A A A A A
G K k k

 − = + − + − + −   
   

. 

Здесь ( )K k  и ( )E k − полные эллиптические интегралы первого и 
второго рода соответственно [308]. Согласно первому уравнению (3.3.4) 
кинетический момент спутника остается постоянным и равен 0G . Диффе-

ренцируя выражение для 2k  (1.3.6) и используя уравнения для кинетичес-
кой энергии (3.3.4), получим дифференциальное уравнение (3.1.6), которое 
не зависит от других переменных (см. также [134, 138, 277, 278]). Совпа-
дение уравнений для модуля эллиптических функций объясняется тем, что 
на эволюцию кинетической энергии спутника оказывает влияние только 
момент сил вязкой жидкости в полости. 

Уравнение для кинетической энергии системы (3.3.4) совпадает с 
соответствующими уравнениями (3.1.5) и (3.2.4). Было показано, что под 
влиянием момента сил вязкой жидкости в полости происходит эволюция 
кинетической энергии тела T  в пределах от вращения вокруг оси 3Oz , 
соответствующей наименьшему моменту инерции 3A (неустойчивое дви-
жение) до вращения вокруг оси 1Oz , соответствующей наибольшему мо-
менту инерции 1A  (устойчивое движение). Анализ эволюции кинетичес-
кой энергии спутника подробно проведен в §1 данной главы. 
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3. Ориентация вектора кинетического момента. 
Рассмотрим систему, состоящую из уравнений для λ  и δ систе-

мы (3.3.4). Как известно ( )0 / 1 cosR l e ν= + , а фокальный параметр орби-

ты определяется равенством 1/3 2 2/3
0 0(1 ) /l eη ω= − . Тогда первые два ура-

внения (3.3.4) примут вид: 
4/3 2 2 2/3

*0 1 0 0
2 32 2 2/3 2

(1 cos ) 3(1 cos )
sin sin 2( )

2 (1 ) 1
e a R ed

H N
dt G e e

ω ν ν ωδ
δ λ ν υ υ

µ
+ +

= − − +
− −

 
 
 

, 

( )
( )

2/34/3 2 2
2 *00 1 0

1 32 2 2/3 2

1 cos(1 cos )
cos cos ( )

(1 ) 2 1 sin
ee a Rd

H N
dt G e e

ω νω νλ
δ λ ν υυ

µ δ

++
= − − −

− −

 
 
  

.  

Проведем обезразмеривание уравнения изменения кинетического 
момента (3.3.4), уравнений для истинной аномалии (1.2.12), модуля эллип-
тических функций 2k  (3.1.6), а также уравнений системы (3.3.5). Характе-
рные параметры задачи выбираются согласно §2 данной главы. 

После обезразмеривания имеем систему уравнений движения ви-
да: 

( )
( )

2
2 *

1 2 32 2 2

3 1 cos(1 cos ) sin sin 2( )
2 (1 ) 2 1

ed e H N
dt G e e

νδ νε δ λ ν υ υ
 ++  = − Γ − +

− −  

 


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, 
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2
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1 3 12 22
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2 1 sin1

e ed N H
dt eG e

ν νλ ε υυ δ λ ν
δ

 + +
 = − Γ −

− −  

 





, 

2

2 3/2

(1 cos )
(1 )

d e
dt e
ν νε +
=

−

, 0dG
dt

=




,                                                                (3.3.6) 

( )( ) ( ) ( )
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2 2 21 ( )1 1 1 1
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 

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ε
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= − ×
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{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k W k × − + − − + 
       

2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k W k k + − + − − + + 
       

}2 2
3 1 2 1 2( )( ) (1 2 ) ( )3A A A A A A k W k k + − + − − + 
      , 

( ) 2
2 3 1 2( )S k A A A A k = − + − 

     ,где величина 1Γ  введена согласно (3.2.6). 

Первые три уравнения для λ , δ  и ν  системы (3.3.6) можно за-
писать следующим образом: 

2 ( , , )d
dt
δ ε ν δ λ= ∆


, 2 ( , , )d
dt
λ ε ν δ λ= Λ


,                    (3.3.7) 

2(1 cos )
( )

d e
dt h e
ν νε +
=


, 2 3/2( ) (1 )h e e= − . 

Здесь ∆ , Λ − коэффициенты в правых частях первого и второго 
уравнений (3.3.6), λ , δ − медленные переменные, а ν − полумедленная. 
Получена система специального вида, для решения которой применяется 
модифицированный метод усреднения [309] (см. также §4 главы 1). После 
усреднения получим 

0d
dt
δ
=



,
*

2 1
2 1/2

23 cos
( ) (1 ) 4

Hd N
dt h e e G
λ δε

 Γ
= − − 







.           (3.3.8) 
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Интегрирование системы проводилось для медленного времени 
2tτ ε=  . Численный расчет проводился при начальных условиях (0) 1G = ; 

2 (0) 0.99k = ; (0) 0.785δ = рад, (0) 0.785λ = рад. Рассматривались ор-
биты с эксцентриситетом: 0e = − круговая орбита; 0.421e = − сильно эл-
липтическая орбита. Для безразмерного времени τ  имеем следующую ка-
ртину изменения угла ориентации вектора кинетического момента, пред-
ставленную на рис. 33. Кривая 1 соответствует круговой орбите, а кривая 2 
− сильно вытянутой эллиптической. 

 

                
 
                            Рис. 33                                                  Рис. 34 
 

На рис. 34 представлены графики изменения этого же угла при ра-
зличных значениях моментов инерции спутника. Кривые 1, 2, 3 соответст-
вуют различным значениям 2 7,6,5A =  для постоянных значений 1 8A = , 

3 4A = . Из рис. 34 видно, что характер изменения угла λ  при близких 

значениях моментов инерции 1A  и 2A  близок к линейному. С уменьшени-

ем значения момента инерции 2A  кривизна функции увеличивается, при 
этом функция перестает быть монотонной. 

Характер изменения угла λ  имеет такой же вид, как и в задаче о 
движении спутника с полостью, заполненной вязкой жидкостью в грави-
тационном поле [289] (см. также §1 этой главы, рис. 22, 23). 

В случае движения спутника с полостью, заполненной вязкой жи-
дкостью, под действием момента сил светового давления [290] характер 
изменения угла λ  близок к линейному и с увеличением значения безраз-
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мерного момента инерции 2A  функция увеличивается быстрее (см. §2, 
рис. 28). 

Можно также провести анализ изменения характера функции 
( )λ τ  при различных значениях безразмерной величины 1P . Кривые 1, 2, 3 

на рис. 35 соответствуют различным значениям 1(0) 10P = ,100,1000. Вид-
но, что характер изменения угла имеет почти линейный вид. 

 

 
Рис. 35 

 
Согласно численному расчету показано, что для несимметричного 

спутника с полостью, заполненной вязкой жидкостью, движущегося под 
действием момента сил светового давления в гравитационном поле вектор 
кинетического момента G  остается величиной постоянной, направленной 
под постоянным углом δ  к вертикали плоскости орбиты. При этом конец 
вектора G движется по сфере радиуса 0G  по ходу часовой стрелки и ки-
нетическая энергия убывает до безразмерного значения 1, соответствую-
щего устойчивому движению спутника вокруг оси наибольшего момента 
инерции 1Oz . Такое же направление движения конца вектора кинетичес-
кого момента характерно для задач о движении спутника с полостью под 
действием момента сил гравитационного притяжения [289] и момента сил 
светового давления [290] (см. §1, 2 данной главы). 

 
4. Предельный случай вращения, близкого к осевому. 
Рассмотрим движение тела при малых 2 1k  , отвечающим дви-

жениям твердого тела, близким к вращениям вокруг оси 1Oz .В этом слу-
чае правую часть уравнения (3.1.6) можно упростить, используя разложе-

134 
 



ния полных эллиптических интегралов в ряды по 2k [308]. Тогда уравне-
ние (3.1.6) интегрируется и асимптотическое решение записывается в виде 
(3.1.11). 

Таким образом, при движении спутника с полостью, целиком за-
полненной вязкой жидкостью, вокруг оси 1Oz , соответствующей наибо-
льшему моменту инерции 1A , под действием гравитационного момента и 
момента сил светового давления закон изменения кинетической энергии 
описывается формулами (3.1.12), (3.1.13). Графики изменения безразмер-
ной кинетической энергии для малых 2k  представлены на рис. 24. 

Асимптотическое выражение модуля эллиптических функций мо-
жно представить в виде функции безразмерного времени τ  формулой 
(3.2.10).  

Рассмотрим дифференциальное уравнение (3.3.8) для угла λ  в 
безразмерном времени τ  для малых 2k  с учетом (3.2.10). В правую часть 

уравнения входит непостоянная величина H . При 2
22 0TA G− <   функ-

ция ( )H τ  с учетом малых второго порядка имеет вид (3.2.11).  
Асимптотическое выражение кинетической энергии можно пред-

ставить в виде функции по безразмерному времени τ  

[ ]
22

21 3 1 2
02

1 1 2 3

( )( ) exp
2 2 ( )

G A A A AGT k u
A A A A

τ
− −

= + −
−

    



   

. 

Подставляем полученное выражение H  и T в уравнение измене-
ния угла λ , интегрируем и находим 
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−
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A A A
e

τ λ + + − + Γ + −  
   , 

 

где константы 0λ , 2
0k  определяются из начальных условий. График дан-

ной функции ( )λ λ τ=  при 2 1k   имеет вид, представленный на рис. 36. 

135 
 



 
 

Рис. 36 
Кривые 1, 2, 3 соответствуют различным значениям 2 7,6,5A = , 

при постоянных значениях 1 8A = , 3 4A =  и при начальном значении угла 
(0) 0.785= радλ .Как видно из рисунка, характер кривых аналогичен фу-

нкциям ( )λ λ τ=  при произвольных 2k . 

Изменение угла λ  при малых 2k  имеет приблизительно тот же 
вид, что и в случае движения спутника с полостью, заполненной вязкой 
жидкостью, в гравитационном поле [289]. При этом в рассматриваемом 
случае убывание угла ориентации происходит несколько быстрее (см. §1 
данной главы, рис. 27). 

При движении спутника с вязкой жидкостью в полости тела под 
действием момента сил светового давления [290] угол λ  возрастает, как и 
в случае движения спутника под действием момента сил светового давле-
ния в сопротивляющейся среде [285]. 

 
5. Пример 9. Движение динамически симметричного спутника. 
Рассмотрим движение динамически симметричного спутника (

1 2A A= ), моменты инерции которого для определенности удовлетворяют 
неравенству 1 3A A> . Уравнения движения тела относительно центра масс 

запишем в форме (2.3.11). Проекции момента сил p
iL  вязкой жидкости в 

полости на оси ( 1,2,3)iOy i =  при 1 2A A=  имеют вид (3.2.13). 
Для решения задачи будем применять метод усреднения [17]. В 

случае невозмущенного движения Эйлера-Пуансо, когда эллипсоид инер-
ции является эллипсоидом вращения, углы ϕ , ψ  являются линейными 
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функциями, а угол θ − величина постоянная [305, 320]. Для возмущенного 
движения углы ϕ , ψ  являются быстрыми переменными, а угол θ − мед-
ленной. Проводим усреднение системы уравнений для медленных пере-
менных G , δ , λ , θ  по быстрым переменным: сначала по ψ , а затем по 
ϕ .  

После усреднения по быстрым переменным ϕ , ψ  имеем уравне-
ния в безразмерных величинах 

0dG
dt

=




,     2
2 1 3( )sin cosd A A

dt
θ ε θ θ= Γ − 



,                                          (3.3.9) 
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2 1

e
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e

ν+
=

−
. 

Здесь безразмерные величины определены как в примере 8. Обо-
значения 1Γ  и 2Γ  введены согласно формулам (3.2.6) и (3.2.15). 

Исследуем решение системы (3.3.9) при малом ε  на промежутке 
времени 2tτ ε=  . Из первого уравнения системы (3.3.9) видно, что кине-
тический момент есть величина постоянная. Второе уравнение системы 
совпадает с уравнением для угла нутации примера 8, где проведен анализ 
данного уравнения. 

Последние два уравнения (3.3.9) и уравнение для истинной анома-
лии (1.2.12) в безразмерном времени τ  могут быть записаны в виде 

 

( )2 , ,d
dt
δ ε ν δ λ= ∆


, ( )2 , ,d
dt
λ ε ν δ λ= Λ


,                    (3.3.10) 

( ) ( )21 cosd e
dt h e
ν ε ν= +


, ( ) ( )3/221h e e= − , 

где ,∆ Λ− коэффициенты в правых частях последних двух уравнений 
(3.3.9). Из системы (3.3.10) видно, что ,δ λ − медленные переменные, а ν
− полумедленная.  
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Применяя модифицированный метод усреднения [309], получим: 

0d
d
δ
τ
= ,

( ) ( )
2 1 3

11/2 22

3( )cos 31 sin
2 12 1

A Ad
d G ee

λ δ θ
τ

 −   = − − Γ  −   −  

 



. 

Видно, что угол отклонения δ  вектора кинетического момента 
G  от вертикали остается постоянным в указанном приближении, как и в 
случае несимметричного спутника.  

С учетом (3.2.14) находим аналитически закон изменения угла λ  
от времени τ : 

1 2
0 1

2 3

3 1 exp( )ln
2 1

a aa
a a

γ τλ λ τ +
= + −

+
, 

( )
1 3

1 12 1/2 2

3( )cos
2(1 ) 1

A Aa
e G e
δ  −

 = − Γ
− −  

 



, 2 1 32 ( )a A A= Γ −  ,   2
3 0a tg θ= . 

 

 
 

Рис. 37 
 

График изменения функции ( )λ λ τ=  имеет вид, представленный 

на рис. 37 для начального значения угла нутации ( )0 / 3= радθ π  и при 
начальном значении угла / 4= радλ π . Кривые построены при различ-
ных значениях параметра 2 2, 1, 1, 2a = − − . Из рисунка видно, что при 
отрицательных значениях параметра 2a  на малых промежутках времени 
функция ( )λ λ τ=  сначала возрастает, а затем убывает. При положитель-
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ных значениях параметра β  функция ( )λ λ τ=  является убывающей. При 
моментах времени 2.5τ >  графики всех функций почти линейны.  

В нашей задаче характер убывания λ  совпадает с полученным в 
[289, 290] при исследовании движения спутника с вязкой жидкостью в по-
лости под действием гравитационного или светового моментов. При этом, 
угол ориентации вектора кинетического момента G  в рассматриваемом 
нами случае убывает быстрее (см. примеры 7, 8, рис. 27, 31). 

Для значений параметра 2 0.5, 1, 1.5, 2a = − − − −  построены гра-
фики изменения угла нутации ( )θ θ τ=  (рис. 38). Видно, что чем меньше 
параметр 2a , тем быстрее угол 0θ → , т.е. чем более “вытянутое” тело по 
оси 3A , тем быстрее спутник стремится к положению  устойчивого вра-
щения вокруг этой оси. 

Характер изменения угла нутации θ  в рассматриваемом случае, 
близок к изученному при вращении спутника с вязкой жидкостью под дей-
ствием момента сил светового давления [290] (см. §2 данной главы). 

Таким образом, при движении динамически симметричного спут-
ника с полостью, заполненной вязкой жидкостью, под действием момен-
тов сил гравитации и светового давления вектор кинетического момента 
G  остается величиной постоянной, направленной под постоянным углом 
δ  к вертикали плоскости орбиты. Направление движения конца вектора 
G  зависит от формы спутника, например от формы планета Земля. В слу-
чае спутника “сплюснутого” по оси инерции 3A  конец вектора G движет-
ся по сфере радиуса 0G  против хода часовой стрелки. При этом угол ну-
тации стремится к предельному значению / 2 радπ . Для динамически 
“вытянутого” по этой же оси спутника конец вектора G движется по сфе-
ре радиуса 0G , сначала по ходу часовой стрелки, а затем против хода ча-
совой стрелки, а угол нутации стремится к нулю. 
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Контрольные вопросы и задания 
 

1. Запишите выражения для коэффициентов 2B , 3B  формулы 
(3.1.2). 

2. Что является малым параметром задачи о вращательном движении 
несимметричного спутника с полостью, заполненной вязкой жид-
костью, в гравитационном поле? 

3. Опишите этапы метода усреднения уравнений движения несимме-
тричного спутника с полостью, заполненной вязкой жидкостью, в 
гравитационном поле. 

4. Проведите численное интегрирование уравнения изменения моду-
ля эллиптических функций (3.1.6) для спутников с разной геомет-
рией масс, используя библиотеку алгоритмов для вычисления эл-
липтических интегралов. 

5. При каких значениях 2k  осуществляется вращательное движение 
спутника в окрестности оси наибольшего момента инерции? 

6. Какой спутник называется динамически симметричным? 
7. В чем заключается суть модифицированного метода усреднения? 
8. Численно исследуйте характер поведения угла нутации (3.1.18) 

для динамически симметричного спутника с полостью, целиком 
заполненной вязкой жидкостью, под действием гравитационного 
момента. 

9. Какой вид имеет поверхность космического аппарата? 
10. Численно определите характер поведения функции ( )tλ  для ма-

лых 2 1k  , в задаче вращения спутника с полостью, заполненной 
жидкостью большой вязкости, под действием моментов сил гра-
витации и светового давления. 
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Глава 4. 
Влияние момента сил светового давления на вращение спутника. 

 
Результаты §1 главы были впервые опубликованы в работе авто-

ров [280], § 2 – в статьях [281, 282]. 
 
§1. О движении спутника Солнца с трехосным эллипсоидом 

инерции относительно центра масс под действием момента сил свето-
вого давления. 

 
Рассмотрим движение космического аппарата относительно 

центра масс под действием момента сил светового давления. Введем четы-
ре декартовы системы координат, начало которых совместим с центром 
инерции спутника. Системы координат 1 2 3Ox x x , 1 2 3Oy y y  и 1 2 3Oz z z  вве-
дены в §1 главы 1 (см. рис.1, 2). 

OXYZ  – орбитальная система координат. Ось OZ  направлена по 
текущему радиус-вектору спутника (на Солнце), оси OY  и OX  паралле-
льно соответственно нормали к плоскости орбиты и трансверсали (рис. 39) 

 
 

Рис. 39 
 

Взаимное расположение систем 1 2 3Oz z z  и OXYZ  определим таб-
лицей направляющих косинусов [25] 
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1 2 3z z z
X
Y
Z

α α α
β β β
γ γ γ

′ ′′
′ ′′
′ ′′

 

Взаимное положение главных центральных осей инерции и осей 
( 1,2,3)iOy i =  определяется углами Эйлераϕ , ψ ,θ . При этом направ-

ляющие косинусы системы 1 2 3Oy y y  выражаются через углы Эйлера ϕ , 
ψ ,θ  по формулам (1.1.1). 

Будем считать, что аппарат движется по эллиптической орбите во-
круг Солнца и предположим, что можно пренебречь моментами всех сил, 
кроме сил светового давления. Допустим, что поверхность аппарата пред-
ставляет собой поверхность вращения, причем единичный орт оси симме-
трии k  направлен по оси 3Oz . Как показано в [25, 114] в этом случае для 
момента сил светового давления L , действующего на спутник, для тел 
вращения имеет место формула [25, 114], см. также (3.2.1) 

2
0

2

( )c s
r

a R
R
ε ′= ×L e k .                                (4.1.1) 

В случае полного поглощения выполняется соотношение 
2

'0
02( ) ( ) ( )c s c s s

Ra p S Z
R

ε ε ε= .                         (4.1.2) 

Здесь re  – единичный вектор по направлению радиус-вектора ор-
биты (рассматривается спутник Солнца); ′k  – единичный вектор по на-
правлению оси симметрии спутника; sε − угол между этими направления-

ми, так что sinr sε′× =e k ; R − текущее расстояние от центра Солнца до 
центра масс спутника; 0R − фиксированное значение R (например, в нача-
льный момент времени); ( )c sa ε − коэффициент момента сил светового да-
вления, определяемый свойствами поверхности; S − площадь «тени» на 
плоскости, нормальной к потоку; '

0Z − расстояние от центра масс до 
центра давления. Считаем, что (cos )c c sa a ε=  и аппроксимируем ca  по-
линомами по степеням cos sε . Момент сил светового давления имеет си-
ловую функцию, зависящую только от положения оси симметрии тела в 
пространстве [25]. Представим функцию (cos )c sa ε  в виде 

0 1 cos cosN
c s N sa a a aε ε= + + + .             (4.1.3) 

142 
 



Расчет влияния сил и моментов сил светового давления на астеро-
ид произвольной формы и космический аппарат с солнечным парусом 
приведен в работах [119, 110]. Уравнения возмущенного движения спут-
ника при наличии силовой функции в переменных G ,δ , λ , θ , ϕ , ψ  
имеют вид (1.3.14) [25] 

1( sin ) /G Uλ δ δ⋅ −= ∂ ∂ , 1 1( sin ) / /G U G ctg Uδ δ λ δ ψ⋅ − −= − ∂ ∂ + ∂ ∂ , 

/G U ψ⋅ = ∂ ∂ ,                                              (4.1.4) 

( )1 1 1 1
1 2sin sin cos ( sin ) / / ,G A A G U G ctg Uθ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ψ⋅ − − − −= − − ∂ ∂ + ∂ ∂

( )1 1 2 1 2 1
3 1 2cos sin cos ( sin ) /G A A A G Uϕ θ ϕ ϕ θ θ⋅ − − − −= − − + ∂ ∂ , 

( )1 2 1 2 1
1 2sin cos ( / ctg / ctg )G A A G U Uψ ϕ ϕ δ δ θ θ⋅ − − −= + − ∂ ∂ + ∂ ∂ . 

В некоторых случаях удобно совместно с углом θ  использовать в 
качестве переменной кинетическую энергию 

2 2 2 2
2

1 2 3

sin cos cossin
2

GT
A A A
ϕ ϕ θθ

  
= + +  

  
,                           (4.1.5) 

производная которой имеет вид 

( )
2 2

3 2 1
1 2 3

2 sin cos 1sin cos cos sinTT L G L L
G A A A

ϕ ϕθ θ ψ ψ⋅   
= + + − − +  

  

( )1 2
1 2

1 1sin cos cos sinL L
A A

ϕ ϕ ψ ψ
 

+ − +  
  

.                           (4.1.6) 

Силовая функция U  зависит от времени t  через истинную анома-
лию ( )tν и от направляющих косинусов 3α , 3β , 3γ  оси 3Oz относительно 
системы координат 1 2 3Ox x x (см. [25] гл. 1, §1) 

( )3 3 3( ), , ,U U tν α β γ= .                              (4.1.7) 
Проекции вектора момента сил L  на оси системы координат 

1 2 3Ox x x  имеют вид [25]: 

1 3 3
3 3

x
U UL α β
β α
∂ ∂

= −
∂ ∂

,
2 3 3

3 3
x

U UL β γ
γ β
∂ ∂

= −
∂ ∂

,
3 3 3

3 3
x

U UL γ α
α γ
∂ ∂

= −
∂ ∂

. 

(4.1.8) 
Компоненты рассматриваемого момента по осям 1 2 3Oy y y  выражаются че-

рез 
1xL , 

2xL , 
3xL  по формулам 
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( )2 1 31 sin cos cos sinx x xL L L Lλ λ δ δ= + − , (4.1.9) 

2 12 cos sinx xL L Lλ λ= − , 

( )2 1 33 sin cos sin cosx x xL L L Lλ λ δ δ= + + . 

К системе уравнений (4.1.4) необходимо присоединить уравнение, 
описывающее изменение истинной аномалии со временем (см. (1.2.12)) 

2
0

2 3/2

(1 cos )
(1 )

ed
dt e

ω νν +
=

−
, 

1/2
2 3

1
0 3

0

(1 )2

f

e
Q P

ηπω
 −

= =  
  

,              (4.1.10) 

где 0ω − средняя угловая скорость движения центра масс по эллиптичес-

кой орбите, 0Q − период обращения спутника, e  и fP − эксцентриситет и 

фокальный параметр орбиты соответственно, 1η − произведение постоян-
ной всемирного тяготения на массу Солнца. 

Момент сил (4.1.1) соответствует силовой функции 
( ) ( ) ( )2 2

0cos / cos coss c s sU R R a dε ε ε= − ∫ . 

Рассмотрим два случая: 0(cos )c sa aε =  и 1(cos ) cosc s sa aε ε= , 
которые соответствуют первым двум членам разложения функции 

(cos )c sa ε  (4.1.3). 
Силовые функции в этих случаях имеют вид 

( ) 2 2
0 0cos coss sU R R aε ε−= −  и ( )

2
20

12cos cos
2s s
RU a
R

ε ε= −  соответст-

венно, причем 3 3cos cos sinsε γ ν α ν= + . 
Заметим, что первый случай соответствует, например, спутнику 

сферической формы со смещенным относительно центра сферы центром 
масс. 

Введем в систему уравнений (4.1.4), (4.1.10) малые параметры. 
Предположим, что 0ω ε , а также 0 1a ε 

 или 1a ε  в зависимости 
от того, какой из случаев рассматривается. Исследуем системы (4.1.4), 
(4.1.10) при малом ε  на большом промежутке времени 1t ε −

 . Для реше-
ния задачи применим метод усреднения [16 – 18]. Погрешность усреднен-
ного решения для медленных переменных составляет величину порядка ε
на интервале времени, за который тело совершит 1ε −

  оборотов. Усред-
нение по движению Эйлера-Пуансо проводим по методике работ [26, 28] 
для нерезонансных случаев. 
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Рассмотрим невозмущенное движение ( 0ε = ), когда момент сил 
светового давления (4.1.1) равен нулю. В этом случае вращение спутника 
является движением Эйлера-Пуансо. Величиныδ , λ , G , T , ν  обраща-
ются в постоянные, а θ , ϕ , ψ  – некоторые функции времени. Медлен-
ными переменными в возмущенном движении будут δ , λ , G , T , ν , а 
быстрыми – углы Эйлера θ , ϕ , ψ . 

Проведем усреднение первых трех уравнений системы (4.1.4) и 
(4.1.6) вдоль траектории невозмущенного движения. Согласно [26], усред-
нение выполняется сначала по переменной ψ , а затем по θ  и ϕ , связан-
ных соотношением (4.1.7). Оно проводится по замкнутым траекториям ве-
ктора кинетического момента в движении Эйлера-Пуансо. Усреднение 
правых частей первых трех уравнений (4.1.1) по ψ  приводит к уравнени-
ям  

( ) 1sin
M

G ψλ δ
δ

−⋅ ∂
=

∂
, ( ) 1sin

M
G ψδ δ

λ
−⋅ ∂

= −
∂

, 

0G⋅ = , 
2

0

1
2

M Ud
π

ψ ψ
π

= ∫ .                                   (4.1.11) 

Усредним правую часть уравнения (4.1.6) по углу ψ . В первом 
случае на основании формул (4.1.8), (4.1.9) имеем 

( )2 2
1 0 0 3 3 3sin cos sin cos sin sinL R R a α δ ν β λ ν δ γ δ ν−= −  + − −   , 

( )2 2
2 0 0 3 cosL R R a β λ ν−= − − ,                                (4.1.12) 

( )2 2
3 0 0 3 3 3cos cos sin sin cos sinL R R a α δ ν β λ ν δ γ δ ν−= − − + − +   . 

Используя выражения направляющих косинусов 3α , 3 ,β 3γ  оси 

3Oz  относительно системы координат 1 2 3Ox x x [25], из формул (4.1.12) 
получим 

( ) ( )2 2
1 2 0 0cos sin sin sin sinM L L R R aψ ψ ψ θ δ λ ν−+ = − . 

Отсюда следует, что после усреднения по ψ  и проектирования 
вектора G  на оси связанной системы координат согласно формулам 

1
sin sinzG G θ ϕ= , 

2
sin coszG G θ ϕ= , 

3
coszG G θ=          (4.1.13) 

уравнение (4.1.6) принимает вид 

( )1 2

2
0

02
1 2

1 1 sin cosz zG GRT a
R A A G

δ λ ν⋅  
= − − 

 
.               (4.1.14) 
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Усредним теперь правую часть уравнения (4.1.6) по ψ  для второ-
го случая. Из формулы для момента сил светового давления (4.1.1) с уче-
том совпадения оси 3Oz  и оси симметрии спутника следует [115] 

( )2 2
1 0 1 2cos sL a R R ε γ γ− ′= −z z ,                         (4.1.15) 

где 1z , 2z  – орты осей 1Oz  и 2Oz . 
Как известно [26], момент гравитационных сил, действующих на 

спутник имеет вид 

( ) ( ) ( )3 ' ' ' ' ' '
2 1 3 2 1 1 3 2 2 1 33L R A A A A A Aη γ γ γ γ γγ−  ′ ′′ ′′ ′= − + − + − z z z . (4.1.16) 

Здесь '
1A , '

2A , '
3A  – главные центральные моменты инерции спут-

ника, находящегося в гравитационном поле, 2η  – произведение постоян-
ной всемирного тяготения на массу Земли, 1R  – расстояние от центра Зем-
ли до центра масс спутника. Отметим также, что согласно [25] 

3 3cos sin cos sγ γ ν α ν ε′′ = + = . 
Момент сил светового давления, определяемый формулой (4.1.15), 

совпадает с моментом гравитационных сил (4.1.16), действующим на спу-
тник, находящийся в гравитационном поле, главные центральные моменты 
инерции которого имеют вид  

2 3
' ' 0 1
1 2 1 2

23
R RA A a

Rη
= = , 

2 3
' 1 0 1
3 2

2

2
3
a R RA

Rη
= .                     (4.1.17) 

Движение спутника с трехосным эллипсоидом инерции относите-
льно центра масс под действием гравитационных моментов исследовано в 
[26]. Согласно [26], проекции момента гравитационных сил на оси 1Oy , 

2Oy , 3Oy  для трехосного спутника могут быть представлены  в виде 

( ) ( ) ( )
3332 2

1 0 2 3 3 2
1

3 1 cos 1 j j j j
j

L e e s sω ν σ σ σ σ
−

=

= + − −∑ , 

( ) ( ) ( )
3332 2

2 0 3 1 1 3
1

3 1 cos 1 j j j j
j

L e e s sω ν σ σ σ σ
−

=

= + − −∑ , 

( ) ( ) ( )
3332 2

3 0 1 2 2 1
1

3 1 cos 1 j j j j
j

L e e s sω ν σ σ σ σ
−

=

= + − −∑ , 

' ' '
1 1 1 2 2 2 3 3 3ij i j i j i js A A Aα α α α α α= + + . 
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Здесь ijα  определены формулами (1.1.1), 1σ , 2σ , 3σ  – направля-

ющие косинусы вектора re  в системе координат 1 2 3Oy y y , равные 

( )1 cos cosσ δ ν λ= − , ( )2 sinσ ν λ= − , ( )3 sin cosσ δ ν λ= − . 

Учитывая, что согласно (4.1.17) ' '
1 2A A= , после вычислений полу-

чим 
{ } { }3 2 1cos sin 0M L M L Lψ ψ ψ ψ= − = , 

{ } ( )
( )

32
0

1 2 32

3 1 cos
cos sin

2 1

e
M L L

e
ψ

ω ν
ψ ψ

+
+ = ×

−
 

( )( )2 2 2 ' '
1 2 3 1 32 sin cosA Aσ σ σ θ θ× + − − , 

здесь { }Mψ − оператор усреднения по ψ . 
Отсюда следует, что после усреднения по ψ  уравнение (4.1.6) 

принимает вид 

( ) ( )
( )

32
0' '

1 3 32
1 2

3 1 cos 1 1

2 1

e
T G A A

A Ae

ω ν⋅ +  
= − − × 

 −
 

( ) ( )2 2 2 2 ' '
1 2 3 1 3sin cos sin cos 2 A Aθ θ ϕ ϕ σ σ σ× + − = − ×         (4.1.18) 

( )
( )

( )1 2 3

32
0 2 2 2

1 2 332 2
1 2

3 1 cos1 1 2
2 1

z z zG G G e
A A G e

ω ν
σ σ σ

+ 
× − + − 
  −

. 

 
В формулах (4.1.14) и (4.1.18) от быстрых переменных зависят то-

лько величины 
1z

G , 
2zG , 

3zG . Но средние значения их произведений 

1 2z zG G  и 
1 2 3z z zG G G  по полодии невозмущенного движения равны нулю в 

силу симметрии участков полодий относительно координатных плоско-
стей 1 2Oz z , 1 3Oz z , 2 3Oz z . Поэтому в обоих случаях после усреднения по 

полодии уравнение (4.1.6) принимает вид 0T ⋅ =  и, следовательно, 
0T T const= = . Это означает, что уравнения для углов λ  и δ  после усре-

днения можно рассматривать независимо от других уравнений для мед-
ленных переменных. 
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Средние по ψ  значения силовой функции в первом и втором слу-
чаях будут соответственно 

( ) ( )2 2
0 0 cos sin cosM U a R Rψ θ ϕ λ ν−= − − , 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 21 0
2 1 3 / 2sin sin cos 1 / 2sin

2
a RM U

Rψ θ δ λ ν θ = − − − +  . 

Теперь силовую функцию нужно усреднить вдоль полодии невоз-
мущенного  движения. Невозмущенное движение трехосного спутника по-
дробно исследовано в [28]. 

Вычислим усредненное значение силовой функции в первом при-
ближении. Примем для определенности 1 2 3.A A A> >  Функция ( )tθ  
определяется разными формулами в зависимости от знака величины 

2
0 2 02T A G− . Если 2

0 2 02 0T A G− > , то (см. [28, 305]), cos ( ) bdnθ τ τ= . При 
2

0 2 02 0T A G− <  получим cos ( ) bcnθ τ τ= . Здесь dnτ , cnτ  – эллиптичес-

кие функции [308], периодические по τ  с периодом ( )24Q K kτ = , 

( )2K k − полный эллиптический интеграл первого рода, 

2 1

1
hb
h

ε +
=

+
, 

( )
( )

3 1 2
1

1 2 3

A A A
A A A

ε
−

=
−

, 0 2 3
2
0 2 2 3

2 1T A Ah
G A A A

 
= −  − 

, 

tτ β= , ( )0 1 2
1

1 2 1

1
G A A

A A
β ε

ε
−

= + , 
2

2
2

b hk
b
−

= . 

Формулы для модуля эллиптических функций 2k  и β  приведены 
для 0h > . Остальные соотношения справедливы при любых значениях h . 

Движениям в окрестности оси 3Oz  (оси момента инерции 3A ) со-

ответствует значение  0h >  ( 2
0 2 02 0T A G− > ), движениям в окрестности 

1Oz (оси момента инерции 1A ) – значение 0h <  ( 2
0 2 02 0T A G− < ), а 

0h =  ( 2
0 2 02T A G= ) отвечает движению по сепаратрисе. 

В результате усреднения по полодии в случае 0ca a=  с использо-
ванием формул для интегралов от эллиптических функций [308] получим 
систему уравнений для δ  и λ  

( ) ( )12 2
0 0 0 sina R G R Fδ λ ν

−⋅ = − − ,                                         (4.1.20) 

( ) ( )12 2
0 0 0 cosa R G R Fctgλ δ λ ν

−⋅ = − − , 
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( )22
bF

K k
π

=  при 2
0 2 02 0T A G− > , 

0F =  при 2
0 2 02 0T A G− < . 

В случае 1 cosc sa a ε=  усредненная система первого приближения 
для δ  и λ  принимает вид 

( ) ( )12 2
1 0 02 sin sin 2a R G R Hδ δ λ ν

−⋅ = − − ,                          (4.1.21) 

( ) ( )12 2 2
1 0 0 cos cosa R G R Hλ δ λ ν

−⋅ = − − , 

( )
( )

2
2

2

1 3 1
2

E k
H b

K k

 
 = −
  

 при 2
0 2 02 0T A G− > , 

( )
( )

22
2

2 2

1 3 1 1
2

E kbH k
k K k

    = − + − 
    

 при 2
0 2 02 0T A G− < . 

При этом для медленных усредненных переменных сохраняются 
прежние обозначения. 

В системах уравнений (4.1.20) и (4.1.21) удобно перейти к новой 
независимой переменной ( )tν ν= . В силу уравнения (4.1.10) и уравнения 
движения центра масс спутника по плоской эллиптической орбите 

/ (1 cos )fR P e ν= +  после перехода от независимой переменной t  к пе-
ременной ν  системы (4.1.20) и (4.1.21) примут вид 

( ) 12
0 0 0 1/ sin( )fd d a R G P Fδ ν η λ ν

−
= − − ,                         (4.1.22) 

( ) 12
0 0 0 1/ cos( )fd d a R G P Fctgλ ν η δ λ ν

−
= − − . 

( ) 12
1 0 0 1/ 2 sin sin 2( )fd d a R G P Hδ ν η δ λ ν

−
= − − ,            (4.1.23) 

( ) 12 2
1 0 0 1/ cos cos ( )fd d a R G P Hλ ν η δ λ ν

−
= − − . 

Обозначим νχ λ ν= − . Координата νχ  есть угол между текущим 
радиус-вектором орбиты re  и проекцией вектора G  на плоскость орбиты. 
Таким образом, углы δ , νχ  дают положение вектора G  во вращающейся 
системе координат n , τ , re , где n  направлено по нормали к плоскости 
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орбиты, τ  – по трансверсали (рис. 40). Уравнения (4.1.22), (4.1.23) в пере-
менных δ , νχ  принимают вид 

 

( ) 12
0 0 0 1/ sinfd d a R G P F νδ ν η χ

−
= − ,                                 (4.1.24) 

 

( ) 12
0 0 0 1/ cos 1fd d a R G P Fctg νλ ν η δ χ

−
= − − . 

 

( ) 12
1 0 0 1/ 2 sin sin 2fd d a R G P H νδ ν η δ χ

−
= − ,                    (4.1.25) 

 

( ) 12 2
1 0 0 1/ cos cos 1fd d a R G P H νλ ν η δ χ

−
= − − . 

Системы уравнений (4.1.24) и (4.1.25) являются автономными и 
имеют первые интегралы 

( ) 12
0 0 0 1cos cosf GG a R P F constδ η ε

−
− = ,                          (4.1.26) 

( ) 12 2
0 0 0 1cos 2 cos .f GG a R P H constδ η ε

−
− =                      (4.1.27) 

 

Здесь Gε – угол между векторами G  и re  (рис. 40), 
cos sin cosG νε δ χ= . 

Первые интегралы (4.1.26) и (4.1.27) отличаются от первых интег-
ралов для систем, описывающих изменение углов δ  и νχ  в случае дина-
мически симметричного спутника [25], только множителями F  и H . По-
этому результаты могут быть перенесены на рассматриваемый нами слу-
чай вызванного моментом сил светового давления движения относительно 
центра масс космического аппарата с трехосным эллипсоидом инерции, 
представляющим собой тело вращения. 

Первый интеграл (4.1.26) может быть записан в виде 
cos constχ = ,                                      (4.1.28) 

где χ – угол между векторами G  и прямой ОР, лежащей в плоскости 

( ), rn e  и составляющей с вектором n  угол *δ . Величина угла *δ  опреде-
ляется из уравнения 

*
0tg nδ = − , 

2
0 0

0
0 1 f

a Rn F
G Pη

= . 
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Рис. 40 

 
Равенство (4.1.28) означает, что в системе координат ( ), , rn τ e  

движение вектора кинетического момента G  представляет собой равно-
мерное по ν  вращение вокруг прямой ОР. В [25] определена угловая ско-

рость вращения вектора G , равная – 2
01 n+ . 

Заметим, что если начальные условия 0T  и 0G  таковы, что 
2

0 2 02 0T A G− > , то 0F =  и угол *δ  равен нулю. Тогда движение вектора 

G  в системе координат ( ), , rn τ e  является вращением с угловой скорос-
тью 1 вокруг вектора n . В системе координат 1 2 3Ox x x  вектор G  будет 
постоянным. Это означает, что оскулирующие элементы не изменяются. 

Если же 0T  и 0G  таковы, что 2
0 2 02 0T A G− < , то угол *δ  отличен 

от нуля и вращение вектора G  происходит вокруг оси ОР, наклонной к 
источнику света, причем угол наклона тела тем больше, чем больше вели-
чина 0n . 

Исследование движения спутника во втором случае на основании 
первого интеграла (4.1.27) может быть проведено также, как это сделано в 
[25] для случая динамически симметричного спутника в гравитационном 
поле на круговой орбите, поскольку система уравнений (4.1.25) отличается 
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от системы уравнений, описывающей движение спутника в гравитацион-
ном поле на круговой орбите, только множителем H , зависящим от нача-
льных данных 0T , 0G . 

 
§2. Эволюция вращений спутника, близкого к динамически-

сферическому, под действием момента сил светового давления. 
 
2.1. Исходные предположения и постановка задачи. 
Рассмотрим движение космического аппарата относительно 

центра масс под действием момента сил светового давления. Аппарат 
движется по эллиптической орбите вокруг Солнца. Введем три правых де-
картовых системы координат 1 2 3Ox x x , 1 2 3Oy y y , 1 2 3Oz z z  (см. §1 главы 1, 
рис.1, 2), начало координат совместим с центром инерции спутника. Углы 
δ , λ  и углы Эйлера ϕ , ψ , θ , определяющие ориентацию системы ко-
ординат 1 2 3Oz z z  относительно системы 1 2 3Oy y y , введены в §1 главы 1. 

Будем пренебрегать моментами всех сил, кроме сил светового да-
вления. Как и в §1 допустим, что поверхность аппарата представляет собой 
поверхность вращения, причем единичный орт оси симметрии k направ-
лен по оси 3Oz . В этом случае для момента сил светового давления L , 
действующего на спутник, имеет место формула (4.1.1). Далее полагаем 

( )cosc c sa a ε=  и аппроксимируем ca  полиномами по степеням cos sε . 
Момент сил светового давления имеет силовую функцию, зависящую то-
лько от ориентации оси симметрии тела в пространстве. Представим фун-
кцию ( )cosc sa ε  в виде (4.1.3). Уравнения возмущенного движения спут-
ника при наличии силовой функции в переменных G , δ , λ , θ , ϕ , ψ  
имеют вид (4.1.4). Силовая функция U  зависит от времени t  через истин-
ную аномалию ( )tν  и от направляющих косинусов 3α , 3β , 3γ  оси 3Oz  
относительно системы координат 1 2 3Ox x x  согласно (4.1.8). К системе ура-
внений (4.1.4) необходимо присоединить уравнение, описывающее изме-
нение истинной аномалии со временем (4.1.10). 

Момент сил (4.1.1) соответствует силовой функции  
( ) ( ) ( )2 2

0cos cos coss c s sU R R a dε ε ε−= − ∫ . 

Рассмотрим вначале случай 
( )cos cosn

c s n sa aε ε= .                          (4.2.1) 
Силовая функция в этом случае имеет вид 
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( ) ( )
2

10
2cos cos

1
nn

s s
a RU

n R
ε ε+= −

+
,                           (4.2.2) 

3 3cos cos sinsε γ ν α ν= + . 
Направляющие косинусы 3α , 3β  выражаются через δ , λ , θ , ψ  

по известным формулам [25]. 
Пусть главные центральные моменты инерции спутника близки 

друг к другу и представимы в виде 
'

1 0 1A J Aε= + , '
2 0 2A J Aε= + , '

3 0 3A J Aε= + ,             (4.2.3) 
где 0 1ε<   – малый параметр. Предположим также, что 0a ε , 1a ε , 
…, Na ε , т.е. момент сил светового давления имеет тот же порядок ве-
личины ε , что и гироскопический момент. Из (4.2.2) следует, что U ε . 
Исследуем решение системы (4.1.4), (4.1.10) при малом ε  на большом 
промежутке времени 1t ε −

 . Погрешность усредненного решения для ме-
дленных переменных составляет величину ( )O ε  на интервале времени, за 

который тело совершит 1ε −  оборотов. Независимое усреднение по ψ , ν  
проводим как для нерезонансных случаев [26]. 
 

2.2. Преобразование выражения силовой функции, процедура 
усреднения и построение системы первого приближения. 

Рассмотрим невозмущенное движение ( 0ε = ), когда уравнения 
(4.1.4), (4.1.10) описывают движение сферически симметричного тела и 
момент сил светового давления (4.1.1) равен нулю. Из системы (4.1.4) в 
этом случае получим, что λ , δ , G , θ  и ϕ  постоянны, а ψ  определяет-
ся по формуле (1.2.17).  

Как показано в [25] и в главе 1 нашего пособия усреднение функ-
ций, зависящих от ν , сводится к усреднению по ν  согласно (1.2.19). 

Сомножитель 1cosn
sε

+  выражения силовой функции (4.2.2) мож-
но с использованием выражения для бинома Ньютона представить в виде 

( ) ( )
1

11 1
1

0
cos cos cos

n
nn k k k n k

s n
k

d g C g dε υ υ
+

++ + −
+

=

= + =∑ ,                       (4.2.4) 

( )cos sin cosd θ δ λ ν= − , υ ψ ζ= − , 

( ){ }1/22 2 2 2sin sin sin cosg θ λ ν δ δ = − +  , 
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( ) ( ){ } 1/22 2 2 2cos sin sin sin sin sin cosζ θ λ ν θ λ ν δ δ
−

 = − − +  , 

( ) ( ){ } 1/22 2 2 2sin sin cos cos sin sin sin cosζ θ δ λ ν θ λ ν δ δ
−

 = − − +  . 

С помощью известных выражений для направляющих косинусов 
3α , 3β , 3γ  оси 3Oz  относительно системы координат 1 2 3Ox x x  [25] полу-

чим среднее по ψ значение силовой функции. Для этого определим 

( )
2 1

1 1
1

00

1 cos
2

n
n k k n k

n k
k

d g d C g d I
π

υ υ
π

+
+ + −

+
=

+ =∑∫ ,                                       (4.2.5) 

2

0

1 cos
2

k
kI d

π

υ υ
π

= ∫ , 2 1 0mI + = , ( )
2

2 1 !!
(2 )!!m

m
I

m
−

= . 

В результате усреднения по ψ  получим с учетом (4.2.7) 

( ) ( )
1

2 2
2 2 1 20

12
0

2 1 !!
( 1) (2 )!!

nE

m m n mn
n n

m

ma RU C g d
n R m

+ 
 
 

+ −
+

=

−
= −

+ ∑ ,               (4.2.6) 

где ( )E z  означает целую часть числа z . 
Для упрощения записи усредненные выражения будем обозначать 

теми же символами, что и до усреднения. 
Проведем усреднение по ν  согласно (1.2.19). Заметим, что с уче-

том уравнения движения центра масс по эллиптической орбите имеем 
1(1 cos )fR P e ν −= + , поэтому на основании (1.2.19) и (4.2.6) выражения 

2(1 cos )e ν+  в формуле для nU  сокращаются. 
Обозначим u λ ν= − ; тогда cosd h u= , где cos sinh θ δ= ; вы-

ражение 2mg  в (4.2.6) с помощью формулы бинома Ньютона представим в 
виде 

( ) ( )2 2 2

0
sin sin

mmm k k k m k
m

k
g b q u C u q b −

=

= + =∑ , 

2 2sin cosb θ δ= , 2 2sin sinq θ δ= . 
Для второго усреднения по u λ ν= −  необходимо рассмотреть 

интеграл вида 

( ) ( ) ( )
2

2 12 1 2

00

1 sin cos
2

mm n m n m k k m k
m

k
b q u h u du h C q b

π

π
− + + − −

=

+ = ×∑∫  
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( )
2

1 22

0

1 sin cos
2

n mk u u du
π

π
+ −× ∫ . 

Полученный интеграл вычисляется в явном виде [327], причем 
при 2n l=  он равен нулю. 

Пусть 2 1n l= +  – нечетная степень; тогда имеем 

0,1,...,k m= ; 
10,1,..., 1

2
nm E l+ = = + 

 
. 

После усреднения (4.2.6) по u λ ν= −  получим 

( ) ( )
1

2( 1 ) 2( )2 2( 1 )
2 1

0 0
cos sin (sin ) cos

l m
l m m km l m k

l l lmk
m k

U Aσ θ θ δ δ
+

+ − −+ − +
+

= =

= − ∑∑ , 

( )3/22 2
2 1 0

2

1
2( 1)

l
l

f

a R e
l P

σ + −
=

+
, 

[ ]
[ ]

2
2( 1)

(2 1)!!(2 1)!! 2( 1 ) 1 !!
(2 )!! 2( 1 ) !!

m k
lmk l m

m k l m
A C C

m k l m+

− − + − −
=

+ + −
. 

Силовая функция для коэффициента момента сил светового дав-
ления вида (4.1.3) записывается следующим образом 

2 1
0

( , ) ( , )
Q

l
l

U Uθ δ θ δ+
=

=∑ , 
1

2
NQ E − =  

 
.             (4.2.8) 

Таким образом, в первом приближении коэффициент момента сил 
светового давления (4.1.3) эквивалентен следующему 

( )2 1
2 1

0
cos

Q
l

c c l s
l

a a a ε +
+

=

=∑
 ,                      (4.2.9) 

поскольку четные гармоники коэффициента момента сил светового давле-
ния выпадают при усреднении. 

Вычисляя частные производные /U δ∂ ∂ , /U θ∂ ∂  от функции 
(4.2.7) с учетом (4.2.8)  и учитывая тождества 

/ / / 0U U Uλ ψ ϕ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ ≡  
находим, что усредненная система первого приближения принимает вид 

( ) 12 sin /l G Uλ σ δ δ−⋅ = − ∂ ∂ ,                     (4.2.10) 

0δ ⋅ = , 0G⋅ = , ( )1 1
1 2sin sin cosG A Aθ θ ϕ ϕ⋅ − −= − , 

( ) ( ) 11 1 2 1 2
3 1 2cos sin cos 2 sin /lG A A A G Uϕ θ ϕ ϕ σ θ θ−⋅ − − −= − − − ∂ ∂ , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 2 1 2( ) 12

0 0 0
cos sin sin cos

Q l m
l m l m k m km

lmk
l m k

U A θ θ δ δ
δ

+
+ − − + + − −

= = =

∂
= ×

∂ ∑∑∑  

( ) 21 cosl k mδ × + + −  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 2 2( ) 1 2 1

0 0 0
sin cos cos sin

Q l m
l m k m k l m m

lmk
l m k

U A δ δ θ θ
θ

+
+ − + − − + −

= = =

∂
= ×

∂ ∑∑∑
 ( ) 21 sinm l θ × − +  . 

Коэффициенты lσ  и lmkA  определены в (4.2.7). Заметим, что коэ-
ффициенты 2la  разложения (4.1.3), содержащие четные степени, при усре-
днении исчезают. Вектор кинетического момента остается постоянным по 
величине и постоянно наклоненным к нормали к плоскости орбиты. 

 
2.3. Исследование уравнений для углов нутации и собственно-

го вращения θ , ϕ . 
Уравнения для определения углов нутации θ  и собственного 

вращения ϕ  (4.2.10) описывают движение вектора кинетического момента 
G  относительно тела и приводятся к виду (в медленном времени ξ ): 

sin sin cosθ θ ϕ ϕ′ = ,                                                               (4.2.11) 

( ) ( ) 12 1 2
1 0 0cos sin 2 sin ( , ) /l G Uϕ θ η ϕ σ β θ θ δ θ−− −′ = − − ∂ ∂ , 

0G tξ β= , 1 /η γ β= − , 1 1
1 2A Aβ − −= − , 1 1

2 3A Aγ − −= − . 
Параметр lσ  определен в (4.2.7), а 0( , ) /U θ δ θ∂ ∂  введено в 

(4.2.10). Величины 0G , 0δ  в (4.2.11) − это значения G , δ  в начальный 
момент времени. С учетом соотношений (4.2.3) и предположения 

2 1 ( 0,..., )la l Qε+ =
 получим, что  β , γ , lσ ε . Для системы (4.2.11) 

имеет место первый интеграл 

( ) ( )2 2 1 2
1 0 0sin sin 4 ,lc G fθ η ϕ σ β θ δ− −= − − ,                          (4.2.12) 

( ) ( )2( )1

0
0 0 0 0

( 1) sin
,

2

m iiQ l m l m
i

lmk l m
l m k i

mf A C
m i

θ
θ δ

++ −

−
= = = =

 −
= −

+
∑∑∑ ∑

 ( ) ( )
2( 1)

2( 1 ) 2( )
0 0

0

1 ( 1) (sin )( 1) sin cos
2 1

i m il m
l m k m k

i
l

m i
θ δ δ

+ +−
+ − + −

=

−
− + + + 

∑ , 

в чем можно убедиться непосредственной проверкой. 
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Для дальнейших исследований более удобно преобразованное вы-
ражение первого интеграла (4.2.12). 

( )2 2 1 2
1 0 0sin sin 4 ( , )lc G Fθ η ϕ σ β θ δ− −= − − ,         (4.2.13) 

( ) ( ) [ ]
[ ]

2 1
2( 1)

0 0
0 0

2( 1) 1 !!( 1) sin1( , ) sin
2 1 2( 1) !!

iiQ l
li

l
l i

llF C
i l

θ
θ δ δ

+
+

= =

  + −−+= − + 
+ +  

∑ ∑  

( ) ( )2( ) 2( 1)

1 0 0 0

( 1) sin ( 1) sin1
2 2 1

m i m ii il m l m l m
i

lmk l m
m k i i

m lA C
m i m i

θ θ+ + +− −

−
= = = =

 − −+
+ − × 

+ + +  
∑∑ ∑ ∑  

( ) ( ) [ ]
[ ]

2( 1)
2( 1 ) 2( )

0 0

2( 1) 1 !!(sin )
sin cos

2 2( 1) !!

l
l m k m k l

l
θ

δ δ
+

+ − + − + −
× + ×

+
 

( ) ( ) ( )
( )

1
2 2( 1 )

1 0 0
0

2 1 !!
sin cos

2 !!

l
k l kk

l
k

k
C

k
δ δ

+
+ −

+
=

− × 


∑ . 

При отсутствии влияния момента сил светового давления, т.е. при 
2 1 0( 0,..., )la l Q+ = =  система (4.2.11) приводится к виду 

sin sin cosθ θ ϕ ϕ′ = , ( )2
1cos sinϕ θ η ϕ′ = − .        (4.2.14) 

 
2.4. Пример 10. Учет нулевой и первой гармоник при аппрок-

симации коэффициента момента сил светового давления.  
 
2.4.1. Аналитическое исследование. 
Представим функцию (cos )c Sa ε  в виде 

0 1 cosc Sa a a ε= + .                               (4.2.15) 
В этом случае уравнения для определения θ  и ϕ , как следует из 

(4.2.13), принимают вид (остаются члены, обусловленные 1a ): 

sin sin cosθ θ ϕ ϕ′ = , ( )* 2cos sinϕ θ η ϕ′ = − ,       4.2.16) 

( )* /η α γ β= − , ( ) ( )3/22 2 2 2 2
1 0 0 0

1 1 1 3 / 2sin
2 fe a R P Gα δ− −= − − − . 

Здесь 0G − значение G  в начальный момент времени. Для систе-
мы (4.2.16) имеет место первый интеграл 

( ) ( )2 * 2 2 * 2
1 0sin sin sin sinC constθ η ϕ θ η ϕ= − = − = .      (4.2.17) 
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Этот результат можно также получить из выражения первого ин-
теграла (4.2.13) для функции ca  вида (4.1.3) при 1n =  ( 0l = ). 

Положим для определенности 1 2 3A A A> > ; тогда 0β < , 0γ < , 
* 0η < . Введем переменную cosx θ= . После ряда преобразований с уче-

том (4.2.17) уравнение (4.2.16) для определения θ  допускает разделение 
переменных и приводится к соотношению 

( ) ( )( )
0

1/22 2 2
0 1 1 1 1

x

x

t t x h b x dxφ
−

 − = − − ∫ ,             (4.2.18) 

( ) ( ) 1/21 1 * *
0 2 1 1G A Aφ η η− −  = − −  , *

11 /h c η= − , ( )2 *
1 11 / 1b c η= − − . 

Таким образом, задача свелась к квадратуре: справа в (4.2.18) сто-
ит эллиптический интеграл. Обращение интеграла (4.2.18) для получения 
решения уравнений (4.2.16) проводится по-разному в зависимости от зна-
чений корней в подрадикальном выражении интеграла (4.2.18). 

Если положить 3 2 1A A A> > , то 0β > , 0γ > . При этом * 0η > , 

если α γ>  и * 0η < , если α γ< . Эти случаи рассматриваются аналогич-
но. Рассмотрим некоторые неравенства, которым удовлетворяют величины 
h  и 2

1b  в (4.2.18). 
Можно показать, что 

*
11 / 1h c η= − ≤ , 2

1h b≤ , 2
1 1b ≤ , 

Откуда следуют неравенства 2
1 1h b≤ ≤ .Они могут удовлетворяться как 

при 0h ≤ , так и при 0h ≥ . 
Проведем обращение интеграла (4.2.18) для случая 0h ≤ . В этом 

случае 1x b≤ , поэтому сделаем замену переменной 1 cosx b ω=  и интег-
рал (4.2.18) приводится к виду 

( ) ( ) 1/22 2
*

0

1 sint t k d
ω

τ ω ω
−

= Θ − = −∫ ,                          (4.2.19) 

( )1/22
1b hφΘ = − , ( )2 2 2

1 1/ 1k b b h= − ≤ . 

Здесь *t  – некоторый фиксированный момент времени. Таким об-
разом, получен эллиптический интеграл первого рода. Обращение это ин-
теграла дает [308] 

amω τ= , cos cnω τ= , 1cos b cnθ τ= .                         (4.2.20) 
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Амплитуда cosθ  равна 1b . По аргументу τ  функции cnτ , snτ  

являются периодическими с периодом 24 ( )T K kτ = . Период колебаний 

угла θ  по времени равен 
24 ( )K kTθ = Θ

. Таким образом, зависимость θ  от 

времени вычисляется известным образом через эллиптические функции 
Якоби. 

Для вычисления неизвестной ( )tϕ  достаточно знать, как изменя-
ются со временем функции sin sinϕ θ  и cos sinϕ θ . Чтобы определить эти 
функции, обратимся к первому интегралу (4.2.17). Используя этот интег-
рал, получаем (для определенности берется знак плюс [28]) 

 
( ) 1/2* 2

1sin sin h b dnϕ θ η τ = −  , 

( )1/2*
1cos sin 1 b snϕ θ η τ= − .                                                   (4.2.21) 

Таким образом, все направляющие косинусы вектора кинетичес-
кого момента с главными центральными осями инерции периодичны с пе-
риодом Tθ . 

Проинтегрируем теперь уравнение (4.2.16) для случая 0h ≥ . Обо-
значим 2

2h b=  и представим интеграл (4.2.21) в виде 

( ) ( )( )
1 1/22 2 2 2

0 1 1 1 2 1

b

x

t t b x x b dxφ
−

 − = − − ∫ .                               (4.2.22) 

Сделаем замену переменных 2 2 2 2 2
1 1 2cos sinx b bω ω= + . После ря-

да выкладок интеграл (4.2.2) примет вид (4.2.19), где 1bφΘ→ , * 0t t→ , а 

модуль k  описывается соотношением ( )2 2 2 2
1 2 10 1k b b b−≤ = − < . Обраще-

ние этого интеграла запишется следующим образом: amω τ= , 
( )1 0b t tτ φ= − . Тогда  

1cosx b dnθ τ= = .                                         (4.2.23) 
Используя первый интеграл (4.2.16) получим (с точностью до зна-

ка) 

( ) 1/2* 2 2
2 1sin sin b b cnϕ θ η τ = −  ,                                           (4.2.24) 

( )( ) 1/2* 2 2
1 2cos cos 1 b b snϕ θ η τ = − −  . 
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Таким образом, в первом приближении метода усреднения имеет 
место аналогия решаемой задачи со случаем Эйлера-Пуансо (в уравнениях 
(4.2.14) и (4.2.18) отличаются только множители 1η и *η ). В медленном 
времени τ  задача о движении близкого к динамически-сферическому тве-
рдого тела под действием момента сил светового давления эквивалентна 
задаче о движении фиктивного твердого тела с произвольными моментами 
инерции. Это обусловлено взятым приближением функции

0 1 cosc Sa a a ε= +  и является основным качественным результатом иссле-
дования. 

 
2.4.2 Качественный анализ фазовой плоскости угловых пере-

менных ( , )θ ϕ . 
Исследуем систему для θ  и ϕ  (4.2.16) с первым интегралом 1c  

(4.2.17). В этой системе переменные θ , ϕ  изменяются в пределах 

0 θ π≤ ≤ , 0 2ϕ π≤ < , а параметр *η  может принимать произвольные 

значения: *η−∞ < < +∞  (в зависимости от соотношений между момента-

ми инерции). Область D  допустимых значений параметров ( )1 1,c η  при-

ведена на рис. 41. Выделим три подобласти 1,2,3D , подобласть 1D  опреде-

ляется неравенствами *
1 0cη ≥ ≥  ( * 1η ≥ ), подобласть 2D  определяется 

следующими соотношениями  * *
1 1cη η≥ ≥ −  ( *0 1η≤ ≤ ) и, наконец, для 

3D  имеем *
10 1c η≥ ≥ −  ( * 0η ≤ ). Допустимая область D  параметров 

системы ( )*
1,c η  есть 1 2 3D D D D=  

 – это все множество точек, кото-

рые находятся между положительной осью абсцисс и биссектрисой, па-
раллелограмм, между отрицательной осью абсцисс и сдвинутой вниз бис-
сектрисой (рис. 41). 

Особыми подмножествами системы (4.2.16) являются границы по-
добластей 1,2,3D . В областях 1D  и 3D  движение представляет собой коле-
бания по θ  и колебания или вращения по ϕ . Сепаратриса для области 1D  

задается соотношением ( )( ) 12 * * 2sin 1 sinθ η η ϕ
−

= − − , а для области 3D

получим ( ) 12 * * 2sin sin 1θ η η ϕ
−

= − ≤ . В области 2D  имеют место коле-

бания по θ  и ϕ . 
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Можно рассмотреть 11 различных характерных случаев выбора 
параметра *η .: 

1) * 0η = ,  2) * 1η = , 3) *
1η η= + , 

4) *
1η η= − ,  5) *

11η η= + ,  6) *
11η η= − , 

7) * 1η − ,  8) * 1η + ,  9) * 1η − , 

10) * 1η + ,  11) * 1 / 2η  , ( 10 1η< 
). 

 

 
 

Рис. 41 
 

Семейство графиков зависимости θ  от ϕ , полученных численно 

из (4.2.17) при * 0η =  (случай 1), представлены на рис. 42. Эти графики 
* 0η =  соответствуют колебаниям при различных начальных условиях. 

Зависимость θ  от ϕ  при * 1η =  (случай 2) получаются на изображенной 

на рис. 41 сдвигом на / 2π  вдоль оси ϕ . При * 1.7η = −  (случай 9) гра-
фические зависимости θ  от ϕ , полученные численно из первого интегра-
ла (4.2.17) представлены на рис. 43. Эти графики соответствуют только 
колебаниям по θ . По ϕ  – колебания внутри сепаратрисы 

( ) 12 * * 2sin sin 1θ η η ϕ
−

= − ≤  и вращения вне сепаратрисы. Если * 1η >  

(случаи 5, 8, 10), то графические зависимости имеют такой же вид, но про-
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исходит сдвиг на / 2π  вдоль оси ϕ . При *η → −∞  (случай 7) зависимос-

ти ( )θ ϕ  становятся параллельными прямыми. При * 0.95η =  (случай 6) 
возможны только колебания и графические зависимости θ  от ϕ  предста-

влены на рис. 44. Зависимость θ  от ϕ  при *
1η η= +  (случай 3) получает-

ся из приведенной на рис. 43 соответствующей деформацией. При 
* 0.5η =  (случай 11) графические зависимости колебательных движений 

представлены на рис. 45. 
 
 

                 
 
                            Рис. 42                                                  Рис. 43 
 

                
 
                             Рис. 44                                                   Рис. 45 
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2.4.3 Исследование эволюции вектора кинетического момента. 
Система (4.2.10) для функции ca  вида (4.2.15) записывается сле-

дующим образом 

( ) ( )3/22 2 1 2 2
1 01 / 2 1 1 3 / 2sin cosfe a R G Pλ θ δ⋅ − −= − − − ,        (4.2.25) 

0δ ⋅ = , 0G⋅ = , ( )1 1
1 2sin sin cosG A Aθ θ ϕ ϕ⋅ − −= − , 

( )1 1 2 1 2
3 1 2cos sin cosG A A Aϕ θ ϕ ϕ⋅ − − − = − − −   

( ) ( )3/22 2 1 2 2
1 01 / 2 1 1 3 / 2sinfe a R G P δ− −− − − . 

Уравнение (4.2.25) для λ  в случае 0h ≤ с подстановкой (4.2.20) 
после ряда преобразований принимает вид 

( )2 2
1/ 1 3d d d b cnλ τ τ= − , ( )*t tτ = Θ − ,                      (4.2.26) 

( ) ( ) ( )3/2 1 1/22 2 2
1 0 1 2 0 1 2 11 / 4 1 cosd e a R G A A A A cδ − −−= − − − , 

где 0δ  – значение δ  в начальный момент времени. После интегрирования 
уравнения получим 

( )2 2 2 2
0 1 11 3 / 3 ( , ) /d b k k E g k b kλ λ τ ′= + + −  .         (4.2.27) 

Здесь ( , )E g k – неполный эллиптический интеграл второго рода, 
2k  – квадрат модуля эллиптической функции, 2k ′  – квадрат дополнитель-

ного модуля, 0λ  – значение λ  в начальный момент времени, g amτ=  – 
эллиптическая амплитуда. 

При малых значениях k  можно пользоваться рядами для ( , )E g k  
[308]. Подставляя их в (4.2.27), получим 

( ) ( ){ 2 2 2
0 12 / 1 3 /d Ky b k k E Kλ λ π − ′= + + − −                     (4.2.28) 

 

( )( )( ) } ( )2 2 2 41 / 4 1 cos cos3 1 / 2k y k y k O k× − + − + . 

Здесь ( ) 12y Kπτ −= ; K , E  – полные эллиптические интегралы 
первого и второго рода. Формула (4.2.28) справедлива для любых y  и ма-
лых k  и состоит из линейного и колебательного слагаемых по t . 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2
13 1 / 4 2sin 2 sin 4 1 sin sin3b k y k y k y k y− − + + + + ×
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При k , близком к единице, и небольших значениях g  можно 
пользоваться соответствующими разложениями для ( , )E g k  [307]. Сохра-

няя члены 2k ′ , получим после подстановки их в (4.2.27) выражение 

( ) ( ){ 2 2 2 2 2 2
0 1 11 3 3 1 / 4d b k k b k kλ λ τ − − ′ ′= + + − − ×                    (4.2.29) 

( ) }2 2ln 1 / 2 / 4 1 / 4tg am k sn cnτ π τ τ−′ × + +  . 

При 0h ≥  уравнение для λ  (4.2.26) с подстановкой (4.2.23) после 
ряда преобразований принимает вид 

( )2 2
1/ 1 3d d N b dnλ τ τ= − , ( )1 0b t tτ φ= − ,                            (4.2.30) 

( ) ( ) ( ) 1/23/2 12 2 2 2 * *
1 0 0 1 2 1 2 11 / 4 1 1 cosfN e a R G P A A A A cη η δ

−−− − −  = − − − −  . 

После интегрирования уравнения (4.2.30) находим 
2

0 13 ( , )N b E g kλ λ τ = + −  .                                   (4.2.31) 

При малых k , используя разложение ( , )E g k  в ряд [308], опре-
делим 

( )( )2 2 2 4
0 1 12 / 1 3 / 51 / 8 sin 2 ( )N Ky b E K b k y O kλ λ π = + − − +  .(4.2.32) 

Здесь ( ) 12y Kπτ −= . Формула (4.2.32) справедлива для любых y  
и малых k  и содержит линейное и колебательное слагаемые. 

При k , близком к единице, и небольших g , используя разложе-
ние ( , )E g k  [307], получим 

( ) ( ){ }2 2 2 2
0 13 1 / 4 ln / 2 / 4 1 / 4 .N b k tg am k sn cnλ λ τ τ π τ τ− ′ ′= + − − + +   

 (4.2.33) 
Как следует из уравнения для λ  (4.2.25), при θ , близком к 0  или 

π , скорость λ⋅  знакопеременна; она отрицательна при cos 0δ >  и поло-
жительна, если cos 0δ < . 

В общем случае переменная λ  может иметь характер вращатель-
ного или колебательного движения. Если θ  сильно изменяется, то выра-
жение 21 3 / 2sin θ−  может быть знакопеременным. В результате значе-
ние λ  может быть практически постоянным при { }21 3 / 2sin 0tM θ− = . 
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Анализ показывает, что существуют значения параметров *η , 0θ , 0ϕ , при 
которых constλ ≈ . 

В рассматриваемой задаче картина эволюции движения оказывае-
тся более сложной по сравнению со случаем динамически симметричного 
спутника ( 1 2 3A A A= ≠ ), так как она содержит большее число (на едини-
цу) медленных переменных. 

 
2.4.4 Частные случаи движения тела. 
Значение 0θ =  является стационарной точкой первого уравнения 

(4.2.16). Уравнение для ϕ  при 0θ =  принимает вид, допускающий разде-
ление переменных. После интегрирования этого уравнения получим 

( )1
0tg ltg r arctg l tgϕ ξ ϕ− = ± +  ,                                 (4.2.34) 

( ) 1/2* */ 1l η η = −  , ( ) 1/2* * 1r η η = −  , 0G tξ β= . 

Верхний и нижний знаки у r  в (4.2.34) соответствуют случаям 
* 1η >  и * 0η < . 

Если *0 1η< < , то имеем 

[ ][ ] 1exp( ) exp( )tg z J w z J wϕ ξ ξ −= Ξ − + ,                   (4.2.35) 

( )( )
1/21* *

01 1z tgη η ϕ
− = + −  

, ( ) 1/2* *2 1J η η = −  , 

( )( )
1/21* *

01 1w tgη η ϕ
− = − −  

, ( ) 1/2* */ 1η η Ξ = −  . 

При малых θ  система (4.2.25) записывается следующим образом 

( )3/22 2 1 2
1 0 01 / 2 1 cosfe a R G Pλ δ⋅ − −= − − ,                            (4.2.36) 

0δ δ= , 0G G= , ( )1 1
0 1 2sin sin cosG A Aθ θ ϕ ϕ⋅ − −= − , 

( )1 1 2 1 2
0 3 1 2sin cosG A A Aϕ ϕ ϕ⋅ − − −= − − −  

( ) ( )3/22 2 1 2 2
1 0 01 / 2 1 1 3 / 2sinfe a R G P δ− −− − − . 

Здесь учтены члены порядка θ . Уравнение для определения ϕ  в 
случае малых θ  совпадает с соответствующим уравнением при 0θ =  и 
его решение может быть представлено в виде (4.2.34), (4.2.35). После инте-
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грирования уравнения для определения θ  (4.2.36) с учетом (4.2.34), полу-
чим 

( ) ( ){12 2 2 2 2 2 2 1
0 0 0 0cos sin cosl l r arctg l tgθ θ ϕ ϕ ξ ϕ

± − = + ± + + 
  

( ) } 1
2 2 1

0sinl r arctg l tgξ ϕ
±

− + ± +  .                        (4.2.37) 

Верхние и нижние знаки в (4.2.37) отвечают, соответственно, 
* 1η >  и * 0η < .  

Если *0 1η< < , то с учетом (4.2.35) определим 

[ ]1/2
0 exp(2 ) exp( ) exp( 1 / 2 )G J H J V Jθ θ ξ ξ ξ= + + − ,   (4.2.38) 

( )21G z= + Ξ , ( )22 1H zw= −Ξ , ( )2 21V w= + Ξ . 

В результате интегрирования уравнения для определения λ  
(4.2.36) получим 

( )3/22 2 1 2
1 0 0 0 01 / 2 1 cosfe a R G P tλ δ λ− −= − − + .                  (4.2.39) 

Отметим, что для строго динамически симметричного спутника 

( )( )2
1 2A A O ε= +  уравнения (4.2.25) могут быть проинтегрированы  в 

виде 
0θ θ= , 0G G= , 0δ δ= , 0 0 0( ) cosG tϕ α γ θ ϕ= − + ,       (4.2.40) 

( ) ( )3/22 2 1 2 2
1 0 0 0 0 01 / 2 1 1 3 / 2sin cosfe a R G P tλ θ δ λ− −= − − − + . 

Таким образом, исследована эволюция вращений спутника, близ-
кого к динамически-сферическому, под действием момента сил светового 
давления, при аппроксимации которого учтены нулевая и первая гармони-
ки, выявлены качественные эффекты. 

 
2.5 Пример 11. Учет третьей и четных гармоник. 
Представим функцию (cos )c sa ε  в виде 

2 3
2 3

0
cos cos

Q
k

c k s s
k

a a aε ε
=

= +∑ .                    (4.2.41) 

В этом случае уравнение для определения θ  и ϕ , как следует из 
(4.2.11), принимают вид (остаются члены, обусловленные 3a ): 

sin sin cosθ θ ϕ ϕ′ = , ' d
dξ

= ,                             (4.2.42) 
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( )2 2
2 1cos sin sinϕ θ η ϕ α θ′ = − − , 2 1/ sη γ β α= − − , 

( ) ( )
2 3/22 2 43 0

1 0 02 2
0

3 1 8 40sin 35sin
64 f

a R e
G P

α δ δ
β

= − − + , 

( )2 2
0 0

2 4
0 0

4sin 4 5sin
8 40sin 35sin

s
δ δ

δ δ

−
=

− +
. 

Величины ξ , β , γ  определены в (4.2.11). С учетом соотношения 
(4.2.3) и предположения 3a ε  получим, что β , α , γ − величины ε . 

Для системы (4.2.42) имеет место первый интеграл, который мож-
но получить непосредственно или из выражения первого интеграла для 
функции ca , аппроксимируемой тригонометрическим полиномом произ-
вольного порядка, (4.2.13) при 3n =  ( 1l = ) 

( )2 2 2
2 2 1sin sin 1 / 2 sinc θ η ϕ α θ= − − =                               (4.2.43) 

( )2 2 2
0 2 0 1 0sin sin 1 / 2 sin constθ η ϕ α θ= − − = . 

Проведем качественный анализ фазовой плоскости ( ),θ ϕ . Иссле-
дуем систему для θ  и ϕ  (4.2.42) с первым интегралом 2c  (4.2.43). В этой 
системе переменные θ , ϕ  изменяются в пределах 0 θ π≤ ≤ , 0 2ϕ π≤ ≤ , 
а параметр 2η  может принимать произвольные значения 2η−∞ < < +∞  (в 

зависимости от соотношений между моментами инерции). Область *D  
допустимых значений параметров приведена на рис. 46. 

 

Определим стационарные точки уравнений (4.2.42), приравняв ну-
лю их правые части. 
1) cos 0θ = , / 2θ π= ± , 0, , / 2ϕ π π= ± . Эти точки существуют во всей 

плоскости ( )2 1,η α . 

2) sin 0θ = , 0,θ π= , 2
2 sin 0η ϕ− = , 20 1η≤ ≤ , 2arcsinϕ η= ± , 

2arcsinϕ η π= ± + . Эти точки существуют в полосе 20 1η≤ ≤ . 

3) 0,ϕ π= , 2
2 1 sin 0η α θ− = , 2 10 / 1η α< ≤ , 2 1sin /θ η α= ± , 

2 1arcsin /θ η α= ±  , 2 1arcsin /θ η α π= ± + . 
 

Эти точки существуют во внутренности углов, заштрихованных 
горизонтально на рис. 46, т.е. при 
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Рис. 46 

 
2 1η α≤  ( 2η , 1 0α > ),  2 1η α≥  ( 2η , 1 0α < ). 

4) / 2ϕ π= ± , 2
2 11 sin 0η α θ− − = , 2

1

10 1η
α
−

≤ ≤ , 2

1

1arcsin ηθ
α
−

= ± ,  

2

1

1arcsin ηθ π
α
−

= ± +  . 

Эти точки существуют во внутренности углов, заштрихованных вертика-
льно, т.е. при 

2 11η α− ≤  ( 2 1η − , 1 0α > ), 2 11η α− ≥ ( 2 1η − , 1 0α < ). 
Можно рассмотреть различные характерные случаи выбора пара-

метров 2η , 1α  (см. рис. 46): ( 1,2a ) не заштрихованные части плоскости вне 
углов; ( b ) не заштрихованный параллелограмм в центре; ( c ) полуполоса 
внизу налево; ( d ) полуполоса вверху направо, ( e ) полуполоса вверху;  
( f ) полуполоса внизу; ( 1g ) угол вверху вправо; ( 2g ) угол внизу влево. 

Ниже приводятся фазовые портреты усредненной системы, пост-
роенные численно для перечисленных выше случаев. Отметим, что все фа-
зовые траектории, в силу (4.2.43), симметричны относительно прямых 
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/ 2θ π=  и / 2ϕ π= . Поэтому достаточно изображать четвертую часть 
фазового портрета системы при 0 / 2θ π≤ ≤ , 0 / 2ϕ π≤ ≤ . 

Семейство фазовых траекторий усредненной системы в плоскости 
θ , ϕ  при 2 5η = − , 1 2α = −  (случай ( 2a )) представлено на рис. 47. Эти 
графики соответствуют колебаниям по углу θ , а по ϕ  происходят либо 
колебания (внутри сепаратрисы), либо вращения (вне сепаратрисы). Ана-
логичный характер зависимости θ  от ϕ  будет и в случае ( 1a ) ( 2 5η = , 

1 2α = ). При этом в случае ( 2a ) на фазовой плоскости ( ),θ ϕ  имеется 

стационарная точка ( )/ 2, / 2π π  типа центр и точка ( )/ 2,0π  типа сед-

ло, а в случае ( 1a ) – точка ( )/ 2,0π  типа центр и ( )/ 2, / 2π π  типа сед-
ло. 

 

                      
                          Рис. 47                                                       Рис. 48 

При 2 0.8η = , 1 0.5α =  (случай ( b )) фазовые траектории предста-
влены на рис. 48. Стационарными точками в этом случае являются 
( )/ 2,0π , ( )/ 2, / 2π π , ( )0, 1.1071 . При 2 0.8η = , 1 3α =  (случай ( e )) 
фазовые кривые описывают колебания по θ  и колебания или вращения по 
ϕ , разделенные сепаратрисами (см. рис. 49). Стационарные точки в этом 

случае таковы: ( )/ 2, / 2π π , ( )/ 2,0π , ( )0, 1.1071 , ( )0.5426, 0 . 
Подобные фазовые траектории получаются и в случае ( f )  

( 2 0.8η = ; 1 1.5α = − ). При этом стационарными точками являются 

( )/ 2,0π , ( )/ 2, / 2π π , ( )0, 1.1071 , ( )0.3738, / 2π . 
При 2 3η = , 1 5α =  (случай ( 1g )) фазовые траектории изображе-

ны на рис. 50 и описывают колебания по θ , колебания по ϕ  внутри и 
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выше сепаратрисы, проходящей через точку / 2θ π= , 0.3225ϕ = , и 
вращения по ϕ  ниже сепаратрисы. Стационарными точками являются: 

( )/ 2,0π , ( )/ 2, / 2π π , ( )0.6847, / 2π , ( )0.8861,0 . В случае ( 2g )  
( 2 2η = − , 1 5α = − )имеет место аналогичный характер фазовых кривых. 
При этом сепаратриса проходит через точку / 2θ π= , 0.9553ϕ = , стаци-

онарные точки – ( )/ 2,0π , ( )/ 2, / 2π π , ( )0.8861, / 2π , ( )0.6847,0 . 
 

                        
                            Рис. 49                                               Рис. 50 
 

Значение 0θ =  является стационарной точкой первого уравнения 
(4.2.42). Уравнение для ϕ  при 0θ =  принимает вид, допускающий разде-
ление переменных. После интегрирования этого уравнения получим вы-
ражения (4.2.34), (4.2.35), в которых вместо *η  надо поставить 2η . При 
малых θ  система (4.2.44) записывается следующим образом 

 

sin cosθ θ ϕ ϕ′ = , 2
1 sinϕ η ϕ′ = − .                            (4.2.44) 

 

Здесь учтены члены порядка θ . Уравнение для определения ϕ  в 
случае малых θ  совпадает с соответствующим уравнением при 0θ =  и 
его решение может быть представлено в виде (4.2.34), (4.2.35). После инте-
грирования уравнения (4.2.44) для θ  с учетом решения (4.2.34) получим 
(4.2.37), (4.2.38) (заменив при этом  *η на 2η ). 

Таким образом, исследована эволюция вращений спутника близ-
кого к динамически-сферическому, под действием момента сил светового 
давления. При этом коэффициент момента сил светового давления аппрок-
симируется тригонометрическим полиномом произвольного порядка. Вы-
явлены новые качественные эффекты вращений спутника. 
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Контрольные вопросы и задания 

1. Назовите медленные и быстрые переменные в возмущенном дви-
жении спутника Солнца с трехосным эллипсоидом инерции отно-
сительно центра масс под действием момента сил светового дав-
ления.

2. Какой силовой функции соответствует момент сил светового дав-
ления?

3. Как связаны момент сил светового давления, действующий на
спутник с трехосным эллипсоидом инерции, с гравитационным
моментом?

4. Чем отличаются первые интегралы (4.1.26), (4.1.27) для динамиче-
ски несимметричного спутника под действием светового момента
от соответствующих интегралов в случае симметричного спутни-
ка?

5. Схематически изобразите первый интеграл (4.1.28).
6. Что является малым параметром при вращении спутника, близко-

го к динамически-сферическому, под действием момента сил све-
тового давления?

7. Найдите первый интеграл в уравнениях для угла нутации θ  и
собственного вращения ϕ  при учете нулевой и первой гармоник в
выражении коэффициента момента сил светового давления.

8. В чем заключается аналогия задачи о движении близкого к дина-
мически сферическому твердого тела под действием момента сил
светового давления с задачей о движении фиктивного твердого
тела с произвольными моментами инерции?

9. Сколько существует характерных случаев для параметра *η при
анализе фазовой плоскости угловых переменных ( , )θ ϕ ?

10. Найдите угол λ  при эволюции вектора кинетического момента.
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Глава 5. 
Оптимальное по быстродействию торможение вращений  

квазитвердого тела. 
 

Анализ гибридных систем, т.е. объектов, содержащих элементы с 
распределенными и сосредоточенными параметрами, представляет значи-
тельный интерес в теоретическом и прикладном аспектах. Разработаны 
подходы и получены значительные результаты для систем, содержащих 
«квазитвердые» тела. Модели последних предполагают, что в определен-
ном смысле их движение близко движению абсолютно твердых тел. Оно 
сводится к наличию дополнительных слагаемых в уравнениях движения 
Эйлера для некоторого фиктивного твердого тела. Исследованию динами-
чески свободных твердых тел с внутренними степенями свободы посвящен 
ряд работ [223, 293, 294, 297, 298, 299] и др. Анализу пассивных движений 
твердого тела в сопротивляющейся среде уделялось большое внимание 
[70, 74]. Проблема управления вращениями «квазитвердых» тел посред-
ством сосредоточенных моментов сил, имеющая значение для приложе-
ний, менее исследована. Удалось выделить класс систем, приводящих к 
гладким управляющим воздействиям и дающих возможность применения 
метода сингулярных возмущений без накопления погрешностей типа 
«временных погранслоев» [223, 293, 298, 299]. 

Результаты § 1 главы 5 были впервые опубликованы в работе ав-
торов [298], § 2 – в статье [299], § 3 – в работе [301], а § 4 – в статье авто-
ров [300]. 

 
§1. Оптимальное торможение вращений твердого тела, содер-

жащего вязкоупругий элемент и полость, заполненную вязкой жидко-
стью. 

1. Постановка задачи оптимального управления 
Неравенство Шварца оказывается весьма полезным при построе-

нии синтеза закона торможения для «квазитвердых» тел, деформация (отк-
лонения масс от равновесных состояний) которых, вызванная силами ине-
рции, оказывается в известном смысле малой [83, 168 – 170]. При этом 
предполагается, что возможные большие начальные отклонения и относи-
тельные колебания быстро затухают. 

Исследуется задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений динамически симметричного твердого тела со сферической по-
лостью, заполненной жидкостью большой вязкости (при малых числах 
Рейнольдса). Кроме того, тело содержит вязкоупругий элемент, который 
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моделируется точечной массой, прикрепленной сильным демпфером к то-
чке на оси симметрии. Управление вращениями производится с помощью 
момента сил ограниченного по модулю. 

На основе подхода [135,168] уравнения управляемых вращений в 
проекциях на оси связанной с фиксированным твердым телом системы ко-
ординат представляются в виде [223, 293, 297] 

( ) 2 4 2
1 3 1 ,pA p A A qr L FG qr Dr p Qpr+ − = + + +

( ) 2 4 2
1 1 3 ,qA q A A pr L FG pr Dr q Qqr+ − = − + +   (5.1.1) 

( ) ( )1 3 2 2 2 2
3 1 3 .rA r L A A Dr p q H p q r−= − + + +  

Здесь p , q , r − проекции вектора абсолютной угловой скорости ω  на 
связанные оси, 1 1 3diag( , , )J A A A= − тензор инерции невозмущенного те-

ла, , ,p q rL − проекции вектора управляющего момента сил uL , кинетичес-

кий момент тела J=G ω , его модуль ( )
1

22 2 2 2 2
1 3G A p q A r = = + + G .

Предполагается, что допустимые значения uL  ограничены сферой 
[223] 

u b=L u , 1≤u ; ( , )b b t= ω , *
*0 b b b< ≤ ≤ < ∞ ,    (5.1.2) 

где b − скалярная функция, ограниченная в рассматриваемой области из-
менения аргументов согласно (5.1.2). Эта область определяется априори 
или может быть оценена через начальные данные для ω , 0

0( )t =ω ω .
Далее, введенные в (5.1.1) коэффициенты D , F , Q , H  выражаю-

тся через параметры системы следующим образом 
( )2 4 4 3

1 3 1 3D m A A A Aρ λ − −= Ω − , 2 2 3
1 3F m A Aρ − −= Ω ,        (5.1.3) 

( )1 2
1 3 1 3Q P A A A Aβ υ− −= − , ( )1 1

1 3 1H P A A Aβ υ− −= − . 
Коэффициенты D , F  (5.1.3) характеризуют возмущающие моме-

нты сил, обусловленные наличием вязкоупругого элемента. Здесь m − ма-
сса подвижной точки, ρ − расстояние от центра масс недеформированной 
системы до точки крепления, которая находится, по предположению, на 

оси динамической симметрии этого тела. Постоянные 2 c
mΩ = , m

δλ =
определяют частоту колебаний и скорость их затухания соответственно, c
− жесткость (коэффициент упругости), δ − коэффициент вязкости демп-
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фера. Рассматривается случай сильного демпфера, когда коэффициенты 
связи велики в следующем смысле [168] 

2 2λω ωΩ   .                                            (5.1.4) 
 

Сильные неравенства (5.1.4) позволяют ввести малый параметр в 
(5.1.3) и считать указанные возмущающие моменты малыми с целью при-
менения асимптотических методов усреднения. Кроме того, условия (5.1.4) 
позволяют пренебречь погранслойными участками свободных колебатель-
ных движений массы, обусловленных начальными отклонениями, вследст-
вие их быстрого затухания и учесть вынужденные квазистационарные 
движения, вызванные вращением тела. Заметим, что величина массы m  
может быть значительной, сравнимой с массой тела. 

Аналогично изложенному, коэффициенты Q , H  (5.1.3) характе-
ризуют момент сил, обусловленный движениями сильно вязкой жидкости 
в полости, β − объемная плотность, υ − кинематический коэффициент вя-
зкости, P − коэффициент, определяемый формой полости; для сферичес-
кой полости радиуса 0a  он равен 7

08 525P aπ=  [135]. Основным допу-
щением является предположение о малости числа Рейнольдса Re : 

 
1 2 1 1 2 1Re 1lV l T lυ υ ωυ− − − −

∗=    .                         (5.1.5) 
 

Здесь l − характерный линейный размер полости ( 0l a ), V − ха-

рактерная скорость, а T∗ − некоторый временной масштаб ( 1T ω−
∗  ). Если 

взять за единицу длины и времени l  и T∗  соответственно, то согласно 
(5.1.5) кинематическая вязкость является большим параметром, 1υ   
[135]. Заметим также, что масса жидкости может быть значительной, срав-
нимой с массой системы. 

Итак, в квазистатическом приближении возмущающие моменты 
сил, обусловленные упругостью и вязкостью демпфера, являются монома-

ми вектора ( ), , Tp q r=ω  четвертой и пятой степеней соответственно. 
Момент со стороны вязкой жидкости определяется мономами третьей сте-
пени от ω . Математическая модель управляемых вращений квазитвердого 
тела построена в виде уравнений Эйлера (5.1.1). 

Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений 

0
0( )t =ω ω , ( ) 0T =ω , minT → u , 1≤u .                     (5.1.6) 
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Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 

2. Решение задачи оптимального торможения.
Отметим, что моменты сил, обусловленные движениями вязкоуп-

ругого элемента и вязкой жидкости в полости, являются внутренними для 
фиктивного тела. Это означает, что модуль G = G  вектора кинетическо-

го момента J=G ω  постоянен во времени: ( ) 0G t G const= =  при 0≡L
, где 0G − значение G  в начальный момент времени 0t t= . Доказательст-
во следует непосредственно; оно проводится на основе неуправляемой си-
стемы (5.1.1) скалярным умножением векторного уравнения на 

( )1 1 3, , TA p A q A r=G  [213, 223]. 
Таким образом, к рассматриваемой системе применена методика 

управления системами с инвариантной нормой посредством ограниченно-
го по модулю управляющего воздействия [223]. Решение задачи синтеза 
закона оптимального по быстродействию торможения вращений может 
быть построено на основе функционального неравенства Шварца [213, 
223] для ( )G t

( ) ( )1 0 1
max max

, ,b bG G bG b− −− = − ≤ ≤ =u G u G    (5.1.7) 
Из (5.1.7) следует, что синтез оптимального закона торможения 

имеет вид 
( )0 0,b t=L G u ,  1

0 G−= −u G     (5.1.8) 
Итак, орт оптимального по быстродействию тормозящего момента 

сил 0L  направлен против вектора кинетического момента. Модуль кине-

тического момента ( )G t  убывает до нуля за конечное время 0 0T t− , ко-
торое определяется в результате интегрирования системы (5.1.1) при 

( )0 ,t ω=L L . Оптимальный момент времени ( )0
0 0 0 ,T T t= ω  может быть 

оценен согласно (5.1.7), (5.1.8), (5.1.2) 
0 0

0 0 0
G Gt T T T tb b

∗
∗ ∗∗+ = ≤ ≤ = +      (5.1.9) 

Оптимальное время быстродействия ( )0
0 0 ,T t ω  определяется в

результате интегрирования системы (5.1.1), (5.1.8) из следующего условия: 
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( )0
0 0, , 0T t =G G  или ( )0

0 0, , 0T t =ω ω , что то же самое. Проблема опре-

деления величины 0T  упрощается и сводится к интегрированию одного 

уравнения для G , если ( ),b b t G= ; тогда для нахождения 0T  имеем 

( ),G b t G= − , 0
0( )G t G= , 0

0 0( , , ) 0G T t G =                     (5.1.10) 

В частности, если функция ( )b b G=  не зависит от t  явно, то  

( )

0

0
0 0 0

0

( , )
G dGT t G t

b G
= + ∫                                     (5.1.11) 

В другом частном случае ( )b b t=  время быстродействия 0T  – 
единственный корень уравнения 

( )
0

0

0
T

t

G b t dt= ∫ , ( )0
0 0 0 ,T T t G=                             (5.1.12) 

Наконец, при constb =  имеем 
0

0 0
GT t b= + . 

При помощи достаточных условий оптимальности метода дина-
мического программирования [321] можно также установить, что функция 

( )0 ,tL ω  (5.1.8) есть оптимальный синтез в задаче быстродействия 

(5.1.1), (5.1.6), а соответствующая траектория 0
0 0( , , )t t=ω ω ω  будет оп-

тимальной. Время 0T  минимально, а функция 0( , ) ( , )V t T t=ω ω − функция 
Беллмана задачи оптимального быстродействия. Для ее определения необ-
ходимо интегрировать систему уравнений (5.1.1), (5.1.8) в текущий момент 
времени t  при заданном (измеренном) значении вектора ω  до момента 
времени 0T , для которого 0 0( , , ) 0.T t =ω ω  В частных случаях (5.1.10) – 
(5.1.12) функция Беллмана находится достаточно просто. Далее для опре-
деленности будем рассматривать указанные более простые выражения фу-
нкции ( ),b b t G=  и считать, что величина 0

0 0( , )T t G  и зависимость 

( )0
0 0, ,G G t t G=  известны. 

 
3. Анализ осевого вращения для управляемого движения тела. 
Подстановка известного выражения для G  в третье уравнение 

(5.1.1) приводит к нелинейному уравнению относительно r  
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( ) ( )1 1 2 2 2 1 1 2 2
3 3 1 3 1r r bG A G A r A A Dr A H− − − − − = − + − − 



         5.1.13) 

Заменой осевой составляющей вектора угловой скорости r GR= , 
где R − неизвестная функция, уравнение (5.1.13) приводится к более удоб-
ному виду ( 2z R= ) 

( ) ( )1 2 2 2 2
1 3 32 1z A A G z A z DG z Q− −= − − +       (5.1.14) 

Вектор кинетического момента G  при проектировании на глав-
ные центральные оси инерции приводит к выражению 3 cosA r G θ= , где 
θ −сферический угол. Тогда 3 cosA R θ=  и уравнение (5.1.14) может быть 
записано в виде 

( ) ( )2 2 2
1 3 cos sin cosA A G Gθ θ θ α θ χ= − +



    (5.1.15) 
2 4 5 1

1 3m A Aα ρ λ − − −= Ω , 1 3 1
1 3 ,P A Aη β υ− − −=

( ) 0
0tθ θ= , 0 θ≤ , 0 ,θ π<  

где α , χ − положительные постоянные, а переменная ( )0
0, ,G G t t G=

считается известной в соответствии с принятым в п.2 предположением  
( G b= − ). Без нарушения общности можно принять, что 0θ  (и θ ) прина-

длежит первой четверти ( 00 θ≤ , 2
πθ ≤ ). Если 0θ  принимает значения

из указанного промежутка, то угол θ  в процессе эволюции вращений та-

кже не выйдет за его пределы, поскольку * 0, 2
πθ = − стационарные точки

уравнения (5.1.15) независимо от изменения G . 
Исследуем поведение сферического угла в малой полуокрестности стаци-

онарных точек: 0θ δθ= >  и , 02
πθ δθ δθ= + < . В первом случае

( * 0θ = ) имеем 

( ) ( )2 2
1 3A A G Gδ θ α χ δθ= − +



, ( ) 0
0 0tδθ δθ= >         (5.1.16) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0 2 2
1 3exp

t

t

t A A G G dδθ δθ τ α τ χ τ
 

= − + 
  

∫
Из (5.1.16) следует, что с ростом t  при 3 1A A>  (сплюснутое тело) 

вариация δθ  монотонно убывает, а при 3 1A A<  (вытянутое тело) – моно-

177 



тонно возрастает. Если торможение достаточно медленное (коэффициент 
b  мал), то δθ  достаточно близко подходит к значению 0δθ =  или экспо-
ненциально возрастает соответственно при 3 1A A>< . Таким образом, 
движение тела стремится к вращению вокруг оси с максимальным момен-

том инерции. Чтобы это установить рассмотрим второй случай ( *

2
πθ = ); 

для 0δθ <  аналогично (5.1.16) имеем 

( ) 2
3 1A A Gδ θ χ δθ= −



, ( ) 0
0 0tδθ δθ= <                (5.1.17) 

( ) ( ) ( )
0

0 2
3 1exp

t

t

t A A G dδθ δθ χ τ τ
 

= − 
  

∫ . 

Из (5.1.17) следует, что при 1 3A A>  величина δθ  монотонно возрас-

тает, а при 1 3A A< − монотонно убывает. Если убывание ( )G t  достаточ-

но медленное, то при 1 3A A>  величина ( ) 0tδθ → − , т.е. 02
πθ → − , а 

при 1 3A A<  величина ( )tδθ → −∞ . Заметим, что изменения δθ  в полуо-

крестности *

2
πθ =  несколько более медленные, чем при * 0θ = , поско-

льку обнуляется член, содержащий 2 *cos θ  (5.1.16). Характер поведения 

θ  для всех 0 2
πθ≤ ≤  непосредственно следует из уравнения (5.1.15), 

поскольку знак правой части определяется константой 1 3A A− . Количест-

венные характеристики поведения угла [ ]( )0
0, , ,t t Gθ θ  получается в ре-

зультате численного интегрирования уравнений (5.1.15) и (5.1.10) (или 
(5.1.11), (5.1.12)). 

Отметим, что случай 0χ =  в (5.1.15) означает отсутствие полости 
(или жидкость «заморожена»). При этом уравнение (5.1.15) допускает раз-
деление переменных θ , t  и аналитическое интегрирование в квадратурах. 
Другой случай 0α =  в (5.1.15) означает, что вязкоупругий элемент отсут-
ствует или является абсолютно твердым. Наличие только полости с сильно 
вязкой жидкостью также допускает разделение переменных и интегриро-
вание в квадратурах. Если параметр χ  или α  относительно мал, или оба 
малы, то к уравнению (5.1.15) можно применить методы регулярных воз-
мущений на промежутке времени [ ]0 0,t t T∈ . Однако только случай малых 
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обоих коэффициентов  и α  приводит к рациональным обозримым 
конструкциям приближенного решения. Они могут быть реализованы в 
виде разложений по степеням χ , α  или последовательными приближе-
ниями по схеме Пикара (см. п. 5). 

Если в (5.1.15) формально положить 0G G const= = , то это урав-
нение совпадает с полученным для неуправляемого движения ( 0b = ). То-
гда правая часть есть тригонометрическая функция θ , а уравнение допус-
кает разделение переменных и полное интегрирование в элементарных 
функциях. Анализ неуправляемого движения в [294] отвечает изложенно-
му выше качественному выводу о финальном значении ( )0 0, ,t Gθ θ  при

t →∞ . 

4. Анализ вращений тела в экваториальной плоскости.
Рассмотрим теперь изменение переменных p , q  согласно пер-

вым двум уравнениям (5.1.1) с учетом (5.1.5) и известных выражений 
( )G t , ( ) ( ) ( )1

3 cosr t A G t tθ−= ; коэффициент b  будет также известной 

функцией t : ( )( ),b b t G t= . Зависимость от параметров системы и нача-
льных данных не указывается ради сокращения записи. Введем перемен-

ную ( )1/22 2
1N A p q= + , характеризующую эти вращения. Умножая пер-

вое уравнение (5.1.1) на 1
1A pN − , а второе на 1

1A qN − , и складывая, полу-
чим для N  линейное однородное уравнение, интегрируя которое находим 

( ) ( )
0

0 exp
t

t

N t N dη τ τ
 

= − 
  
∫ , ( ) ( )( )1/22 20 0 0

1N A p q= + ,(5.1.18) 

( ) ( ) ( ) ( )1 4 1 2
1 1( )t b t G t A Dr t A Qr tη − −= − −

С другой стороны, квадрат величины кинетического момента тела 
может быть представлен в виде 2 2 2 2

3G N A r= + . 

Отсюда легко получить выражение для N : ( )1/22 2 2
3N G A r= −

или, учитывая соотношение 3 cosA r G θ= , 

sinN G θ= .              (5.1.19) 
Численный анализ изменения угла θ  приведен в п.5. 

χ
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Из (5.1.18) следует, что ( )0 0N T = , так как ( ) 0G t →+  при 

0 0t T→ + . Используя известные выражения ( )G t  и ( )r t  приведем ура-
внения для p , q  (5.1.1) к виду линейных с переменными коэффициента-
ми и определенной симметрией. Эти уравнения содержат только «гирос-
копические» и «диссипативные» члены с коэффициентами ( )g t  и ( )tη  
соответственно 

( ) ( )t g t Iη= − +N N N


, ( )1 1, TA p A q=N ,              (5.1.20) 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 3 ( )g t A r t A A FG t−= − + . 

Здесь I − симплектическая единица, а «коэффициент диссипации» 
( )tη  определен выше в (5.1.18). Оба коэффициента η  и g  известным 

образом зависят от времени t . 
Уравнение (5.1.20) для N  интегрируется в явном виде [223]. Дей-

ствительно, полагая N=N n , где ( )t=n n − орт вектора N , получим для 

неизвестной n  уравнение gI=n n . Начальное значение ( ) 0
0t =n n , 

0 1=n  определяется условием 0 0 0N=N n . Отметим, что 

( ) ( ) 0
0 1t t≡ = =n n n  для всех [ ]0 0,t t T∈ . Введем аргумент σ  так, 

чтобы I′ =n n ; имеем 

( ) ( ) 0t σ= Πn n , ( )
0

t

t

g dσ τ τ= ∫ , ( )
cos sin
sin cos
σ σ

σ
σ σ

 
Π =  − 

,    (5.1.21) 

где ( )σΠ − матрица поворота (начального вектора 0n ) на угол σ . Таким 
образом, прецессионные вращения квазитвердого тела (относительно оси в 
экваториальной плоскости) полностью определены согласно (5.1.18), 
(5.1.21). Существенное значение при этом, как отмечалось, имеет знание 
переменных ( )G t  и ( )r t , которые определялись в п.2, 3. 
 

5. Численный анализ и выводы. 
Обратимся вновь к проблеме определения сферического угла 

( )tθ  в частном случае constb = . На основе п.2, 3 получим для θ  и G  
представления 
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( ) ( )( )2 2 21 cos sin 1 cosk hθ γ τ θ θ τ θ′ = − − + ,  (5.1.22) 

( ) ( )0 1G Gτ τ= − , [ ]0 0,1t Tτ = ∈ , 0
0T G b= , 

05
1 3k G A A bα= − , 03

1 3h G A A bχ= − , 

0 k≤ , h < ∞ , ( )1 3 1sign A Aγ = − = ± . 
Здесь штрих означает производную по аргументу τ . Заметим, что 

в автономном случае ( )b b G=  (в частности, constb = ) без ограничения

общности можно положить 0 0t = . При малых k  и h , а также 0δθ  в 

окрестности стационарных точек могут быть применены методы возмуще-
ний, которые в данном случае приводят к элементарным выражениям: по-
линомам по τ  и экспонентам от полиномов и квадратурам от их произве-
дений. Например, после первой итерации в первом приближении по k , h  
и во втором по 0δθ  имеем выражения для ( )tθ

( ) ( ) ( )( )50 0 0 2 0sin cos 5 cos 1 1kθ τ θ γ θ θ θ τ= + − − +


     (5.1.23) 

( ) ( )( ) ( )3 2 23 1 1h O k hτ + − − + +


, 

( ) ( ) ( ) ( )( )50 2 0exp 5 cos 1 1kθ τ δθ τ δθ γ θ τ= = − − +


( ) ( )( ) ( )3 033 1 1h Oτ δθ+ − − +


, * 0θ = , 0 0δθ > , 

( ) ( ) [ ( ) ( )( ) ( )330 02 2 exp 3 1 1 ,h Oθ τ π δθ τ π δθ γ τ δθ= + = + − − − +


* 2θ π= , 0 0δθ < . 

Для произвольных различных значений k , h  и 0θ  решение урав-
нения (5.1.22) проводилось численно. Заметим, что семейства графиков 

( )0, , ,k hγθ θ τ θ=  являются трехпараметрическими; кроме того, два зна-

чения принимает параметр 1γ = ± . 
На рис. 51, 52 представлены расчетные графические зависимости 

θ ±  при начальных условиях 0 3, 6θ π π=  соответственно и различных 
значениях параметров k , h , которые приведены на соответствующих 
кривых. Значениям 0k h= =  отвечают горизонтальные прямые 
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( ) 0γθ τ θ= . Если параметр 1γ = + , то при , 0k h >  кривые ( )θ τ+  идут 

монотонно вверх к * 2θ π=  выше этих прямых; если 1γ = − , то, наобо-

рот, кривые ( )θ τ−  идут монотонно вниз к * 0θ =  ниже этих прямых. 
При 0h =  (полость отсутствует или жидкость «заморожена») семейства 
кривых по k  совпадают с построенными ранее в [223, 293]; аналогично 
при 0k =  (вязкоупругий элемент отсутствует или является «абсолютно 
жестким») семейства по h  отвечают изученным в [223, 297]. 

 

                          
 

                                    Рис. 51                                               Рис. 52 
 

 Основной качественный вывод, следующий из графиков рис. 51, 
52 и других расчетов, состоит в следующем. Оба фактора (вязкоупругий 
элемент и вязкая жидкость) способствуют стремлению 

( ) 0, 2γθ τ θ π∗→ =  при 1γ =  . Для фиксированных значений k  воз-

растание h  приводит к более крутому стремлению ( )γθ τ  к 0  или 2π ; 
аналогичная ситуация имеет место при фиксированных значениях h  и во-
зрастании k . Итак, для семейств графиков имеют место следующие свой-
ства монотонности 

( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 2 1τ τ> , [ ]1,2 0,1τ ∈ , 

( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 0 0

2 1θ θ> , [ ]0
1,2 0, 2θ π∈ , 
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( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 2 1k k> , [ )1,2 0,k ∈ ∞ ,              (5.1.24) 

( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 2 1h h> , [ )1,2 0,h ∈ ∞ , 

( )0,1τ ∈ , ( )0 0, 2θ π∈ , ( ), 0,k h∈ ∞ .

Верхние знаки (меньше) неравенств (5.1.24) отвечают ( )1θ γ+ = + ,

нижние (больше) − ( )1θ γ− = − . Неравенства (5.1.24) означают, что при
фиксированных двух параметрах из трех и изменении третьего эти одно-
параметрические семейства не пересекаются (кроме точки 0θ , 0τ = ). 

На основе имеющихся зависимостей ( )G t , ( )tθ  находится осе-

вая составляющая r  вектора угловой скорости ω : ( ) 1
3 cosr A Gτ θ−= . 

Это позволяет по формулам (5.1.18), (5.1.21) определить другие составля-
ющие: 

( ) 1
1, Tp q A N−= n .

§2. Наискорейшее торможение вращений гиростата с массой, 
связанной демпфером с квадратичным трением. 

1. Постановка задачи оптимального управления
Исследуется задача оптимального по быстродействию торможения 

вращений динамически симметричного твердого тела со сферической по-
лостью, заполненной жидкостью большой вязкости (при малых числах 
Рейнольдса). Кроме того, тело соединено в точке на оси симметрии с мас-
сой относительно малых размеров посредством упругой связи с квадрати-
чной диссипацией. Управление вращениями производится с помощью мо-
мента сил, ограниченного по модулю. Рассматриваемая ниже модель обо-
бщает исследованные ранее в [223, 293, 297, 298]. 

На основе подхода [168, 297] уравнения управляемых вращений в 
проекциях на оси связанной с твердым телом системы координат могут 
быть представлены в виде 

( ) 2 6 2
1 3 1 ,pA p A A qr L FG qr Spr Qprω⊥+ − = + + +  

( ) 2 6 2
1 1 3 ,qA q A A pr L FG pr Sqr Qqrω⊥+ − = − + +  (5.2.1) 

1 5 3 2
3 1 3 .rA r L A A Sr Hrω ω−

⊥ ⊥= − +  
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Здесь p , q , r − проекции вектора абсолютной угловой скорости 
ω  на связанные оси, 1 1 3diag( , , )J A A A= − тензор инерции невозмущен-

ного тела, , ,p q rL − проекции вектора управляющего момента сил uL , кине-

тический момент тела J=G ω , его модуль 
1

2 2 2 2 2
1 3G A A rω⊥ = = + G , 

2 2 2p qω⊥ = + . 

Предполагается, что допустимые значения uL  ограничены сферой 
и заданы (5.1.2). 

Далее, введенные в (5.2.1) коэффициенты F , S , Q , H  выражаю-
тся через параметры системы следующим образом 

2 2 3
1 3F m A Aρ − −= Ω , 3 3 4 4

1 3S m d d A Aρ − −= ΛΩ , 1
3 11d A A−= − ,      (5.2.2) 

            ( )1 2
1 3 1 3Q P A A A Aβ υ− −= − , ( )1 1

1 3 1H P A A Aβ υ− −= − . 
Введенные в (5.2.2) обозначения D , F  характеризуют возмуща-

ющие моменты сил, обусловленные наличием вязкоупругого элемента. 
Здесь m − масса подвижной точки, ρ− радиус-вектор точки 1O  крепления 

подвижной массы, находящейся на оси симметрии, ρ = ρ . Постоянные 

2 c
mΩ = , 3

1 m
µλ = = ΛΩ  определяют частоту колебаний и скорость их 

затухания соответственно; c − жесткость, µ − коэффициент квадратичного 
трения. 

Рассматривается случай, когда коэффициенты связи 1λ  и Ω  тако-
вы, что «свободные» движения точки m , вызванные начальными откло-
нениями, затухают значительно быстрее, чем тело совершит оборот. Дви-
жение твердого тела близко к движению Эйлера-Пуансо, а относительные 
колебания точки, вынуждаемые этим движением, будут малыми. Предпо-
лагается, что 

ωΩ .                                                  (5.2.3) 
Неравенство (5.2.3) позволяет ввести малый параметр в (5.2.2) и 

считать указанные возмущающие моменты малыми с целью применения 
методов сингулярных возмущений.  

Коэффициенты Q , H  (5.2.2) характеризуют момент сил, обусло-
вленный движениями сильно вязкой жидкости в полости. 

Итак, в квазистатическом приближении возмущающие моменты 
сил, обусловленные упругостью и квадратичным трением демпфера, яв-
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ляются однородными функциями вектора ( ), , Tp q r=ω  четвертой и во-
сьмой степеней соответственно. Момент со стороны вязкой жидкости 
определяется мономами третьей степени от ω . Математическая модель 
управляемых вращений квазитвердого тела построена в виде уравнений 
Эйлера (5.2.1). 

Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений (5.1.6). 

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 

2. Решение задачи оптимального торможения.
Отметим, что моменты сил, обусловленные движениями подвиж-

ной массы, соединенной с телом упругой связью при наличии квадратич-
ного трения и вязкой жидкости в полости, являются внутренними для фик-
тивного тела. Это означает, что модуль G = G  вектора кинетического 

момента J=G ω  постоянен во времени: ( ) 0G t G const= =  при 0≡L ,

где 0G − значение G  в начальный момент времени 0t t= . Доказательство 
следует непосредственно; оно проводится на основе неуправляемой сис-
темы (5.2.1) скалярным умножением векторного уравнения на 

( )1 1 3, , TA p A q A r=G . Таким образом, к рассматриваемой системе приме-
нима методика управления системами с инвариантной нормой посредст-
вом ограниченного по модулю управляющего воздействия [223]. Решение 
задачи синтеза закона оптимального по быстродействию торможения вра-
щений может быть построено на основе функционального неравенства 
Шварца [213, 223] для ( )G t  (5.1.7).Из (5.1.7) следует, что синтез оптима-
льного закона торможения имеет вид (5.1.8). 

Итак, орт оптимального по быстродействию тормозящего момента 
сил 0L  направлен против вектора кинетического момента. Модуль кине-

тического момента ( )G t  убывает до нуля за конечное время 0 0T t− , ко-
торое определяется в результате интегрирования системы (5.2.1) при 

( )0 ,t ω=L L . Оптимальный момент времени ( )0
0 0 0 ,T T t= ω  может быть 

оценен согласно (5.1.9). 
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Оптимальное время быстродействия ( )0
0 0 ,T t ω  определяется в 

результате интегрирования системы (5.2.1), (5.1.8) из следующего условия: 

( )0
0 0, , 0T t =G G  или ( )0

0 0, , 0T t =ω ω , что то же самое. Проблема опре-

деления величины 0T  упрощается и сводится к интегрированию одного 

уравнения для G , если ( ),b b t G= ; тогда для нахождения 0T  имеем 
(5.1.10). 

В частности, если функция ( )b b G=  не зависит от t  явно, то по-

лучим (5.1.11). В другом частном случае ( )b b t=  время быстродействия 

0T  есть единственный корень уравнения (5.1.12). 

Пусть 0 0b b c t= + , коэффициенты 0 0b >  и 0 0c > . Тогда урав-
нение для G  принимает вид 

0 0G b c t= − − .                                                (5.2.4) 
В результате интегрирования уравнения (5.2.4) получим 

21g τ ατ= − − .                                                 (5.2.5) 

Здесь 0g G G= , [ ]0 0,t Tτ τ∗= ∈ , 0 0
0T G b= , ( )0 0 022c G bα = , 

( ) ( )
1

21 1 4 2τ α α∗
 = − + +  

. 

Для произвольных различных значений α , указанных на рис. 53, 
расчетные графические зависимости ( )g g τ=  определены с помощью 
численного расчета. Основной вывод, следующий из графиков рис. 53 сос-
тоит в том, что g  достигает нулевых значений за конечное время 

[ ]0,τ τ∗∈  и тем быстрее, чем больше значение α .  

Наконец, при  имеем . 

При помощи достаточных условий оптимальности метода дина-
мического программирования [321] можно также установить, что функция 

 (5.1.8) есть оптимальный синтез в задаче быстродействия (5.2.1), 

(5.1.6), а соответствующая траектория  будет оптималь-
ной. Время  является минимальным, а функция  есть 
функция Беллмана задачи оптимального быстродействия. Для ее опреде-
ления необходимо интегрировать систему уравнений (5.2.1), (5.1.8) в теку- 

constb =
0

0 0
GT t b= +

( )0 ,tL ω
0

0 0( , , )t t=ω ω ω

0T 0( , ) ( , )V t T t=ω ω
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Рис. 53 

щий момент времени t  при заданном (измеренном) значении вектора ω
до момента времени 0T , для которого 0 0( , , ) 0.T t =ω ω  В частных случаях 
(5.1.10) – (5.1.12) функция Беллмана находится достаточно просто. Далее 
для определенности будем рассматривать указанные более простые выра-
жения функции ( ),b b t G=  и считать, что величина 0

0 0( , )T t G  и зависи-

мость ( )0
0 0, ,G G t t G=  известны. 

3. Анализ осевого вращения для управляемого движения тела.
Подстановка известного выражения для G  в третье уравнение 

(5.2.1) приводит к нелинейному уравнению относительно r  

( ) ( )
1

1 2 1 2 2 2 1 4 2 2 2 2
1 3 3 3 3r r bG A A G A r A Sr G A r H− − − −  = − + − − −    



. 

(5.2.6) 
Заменой осевой составляющей вектора угловой скорости r GR= , 

где R − неизвестная функция, уравнение (5.2.6) приводится к более удоб-
ному виду ( 2z R= ) 

( ) ( )
1

2 1 2 2 1 5 2 2 2
1 3 3 3 32 1 1z A A G z A z A SG z A z H− − − = − − − −  

 .       (5.2.7) 

Уравнение (5.2.7) после перехода к сферическому углуθ  с учетом 
3 cosA R θ=  может быть записано в виде, удобном для дальнейшего изу-

чения 
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( ) ( )2 5 4
1 3 cos sin sin cosA A G Gθ θ θ α θ θ χ= − +



                        (5.2.8) 
3 3 2 7

3 1m A A dα ρ − − −= ΛΩ , 1
3 11d A A−= − , 

1 3 1
1 3P A Aχ β υ− − −= , ( ) 0

0tθ θ= , 0 θ≤ , 0θ π< . 

Здесь α , χ − положительные постоянные, а переменная ( )0
0, ,G G t t G=  

считается известной в соответствии с принятым в п.2 предположением  
( G b= − ). Переменная θ  и уравнение (5.2.8) обладают привлекательной 
геометрической наглядностью. Без нарушения общности можно принять, 

что 0θ  (и θ ) принадлежит первой четверти ( 00 θ≤ , 2
πθ ≤ ). Если 0θ  

принимает значения из указанного промежутка, то сферический угол в 
процессе эволюции вращений также не выйдет за его пределы, поскольку 

* 0, 2
πθ = − стационарные точки уравнения (5.2.8) независимо от измене-

ния G . 
Исследуем поведение угла θ  в малой полуокрестности стациона-

рных точек: 0θ δθ= >  и , 02
πθ δθ δθ= + < . В первом случае ( * 0θ = ) 

имеем  

( ) 2
1 3A A Gδ θ χδθ= −



, ( ) 0
0 0tδθ δθ= >                 (5.2.9) 

( ) ( ) ( )
0

0 2
1 3exp

t

t

t A A G dδθ δθ χ τ τ
 

= − 
  

∫  

Из (5.2.9) следует, что с ростом t  при 3 1A A>  (сплюснутое тело) 
вариация δθ  монотонно убывает, а при 3 1A A<  (вытянутое тело) – моно-
тонно возрастает. Если торможение достаточно медленное (коэффициент 
b  мал), то δθ  достаточно близко подходит к значению 0δθ =  или экспо-
ненциально возрастает соответственно при 3 1A A>< . Таким образом, 
движение тела стремится к вращению вокруг оси с максимальным момен-

том инерции. Чтобы это установить, рассмотрим второй случай ( *

2
πθ =

); для 0δθ <  аналогично (5.2.9) имеем 

( ) 2
3 1A A Gδ θ χ δθ= −



, ( ) 0
0 0tδθ δθ= <                (5.2.10) 
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( ) ( ) ( )
0

0 2
3 1exp

t

t

t A A G dδθ δθ χ τ τ
 

= − 
  

∫
Из (5.2.10) следует, что при 1 3A A>  величина δθ  монотонно воз-

растает, а при 1 3A A< −монотонно убывает. Если убывание ( )G t  доста-

точно медленное, то при 1 3A A>  величина ( ) 0tδθ → − , т.е.

02
πθ → − , а при 1 3A A<  величина ( )tδθ → −∞ . Характер поведения

θ  для всех 0 2
πθ≤ ≤  непосредственно следует из уравнения (5.2.8), по-

скольку знак правой части определяется константой 1 3A A− . Количест-

венные характеристики поведения угла [ ]( )0
0, , ,t t Gθ θ  получается в ре-

зультате численного интегрирования уравнений (5.2.8) и (5.1.10) (или 
(5.1.11), (5.1.1)). 

Отметим, что случай 0χ =  в (5.2.8) означает отсутствие полости 
(или жидкость «заморожена»), рассмотренный в [223, 297]. При этом ура-
внение (5.2.8) допускает разделение переменных θ , t  и аналитическое 
интегрирование в квадратурах. Другой случай 0α =  в (5.2.8) означает, что 
подвижная масса, соедененная с телом упругой связью с квадратичным 
трением, отсутствует или является абсолютно твердой. Наличие только 
полости с сильно вязкой жидкостью также допускает разделение перемен-
ных и интегрирование в квадратурах; эта задача изучена в [223, 297]. Если 
параметр χ  или α  относительно мал или оба малы, то к уравнению
(5.2.8) можно применить методы регулярных возмущений на рассматрива-
емом промежутке времени [ ]0 0,t t T∈ . Однако только случай малых обоих 
коэффициентов χ  и α  приводит к рациональным обозримым конструк-
циям приближенного решения. Они могут быть реализованы в виде раз-
ложений по степеням χ , α  или последовательными приближениями по
схеме Пикара (см. п. 5). 

Если в (5.2.8) формально положить 0G G const= = , то это урав-
нение совпадает с полученным для неуправляемого движения ( 0b = ). То-
гда правая часть есть тригонометрическая функция θ , а уравнение допус-
кает разделение переменных и численное интегрирование. Результаты чи-
сленного интегрирования в [294] отвечают изложенному выше качествен-
ному выводу о финальном значении ( )0 0, ,t Gθ θ  при t →∞ .
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4. Анализ вращений тела в экваториальной плоскости. 
Рассмотрим теперь изменение переменных p , q  согласно пер-

вым двум уравнениям (5.2.1) с учетом (5.1.8) и известных выражений 
( )G t , ( ) ( ) ( )1

3 cosr t A G t tθ−= ; коэффициент b  будет также известной 

функцией t : ( )( ),b b t G t= . Зависимость от параметров системы и нача-
льных данных не указывается ради сокращения записи. Введем перемен-

ную ( )1/22 2
1N A p q= + , характеризующую эти вращения. Умножая пер-

вое уравнение (5.2.1) на 1
1A pN − , а второе на 1

1A qN − , и складывая, полу-
чим для N  уравнение 

( ) ( ) 2N t N f t Nη= − +


,    ( ) 0
0N t N= ,                         (5.2.11) 

( ) ( ) ( )1 2
1( )t b t G t A Qr tη −= − , ( ) ( )2 6

1 .f t A Sr t−=  
Это уравнение Бернулли (см. [317], стр. 297). Интегрируя (5.2.11), 

находим 

( ) ( ) ( ) ( )
0

11 0 2 6 1
1

t

t

N N E t A S r t E t dt
−− − −− = − ∫ ,                 (5.2.12) 

( ) ( )
0

exp
t

t

E t t dtη
 

=  
  
∫ . 

Отметим, что 2 2 2 2
3N G A r= − , 1

3 cosr A G θ−=  и поэтому G  и 
N  одновременно обращаются в нуль при τ τ∗= , где 

( ) ( )
1

21 1 4 2τ α α∗
 = − + +  

 – время окончания процесса, 

( )0 0 022c G bα =  (см. (5.2.5)). 

Кроме того, согласно (5.1.19) sinN G θ= . Численный анализ 
изменения угла θ  приведен в п.5 этого параграфа. 

Используя известные выражения ( )G t  и ( )r t  приведем уравне-
ния для p  и q  (5.2.1) к виду линейных с переменными коэффициентами 
и определенной симметрией. Эти уравнения содержат только «гироскопи-
ческие» и «диссипативные» члены с коэффициентами ( )g t , ( )tη  и 

( )f t  соответственно 
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( ) ( ) ( ) ( )t f t N t g t Iη= −  −  + N N N


, ( )1 1, TA p A q=N ,   (5.2.13) 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 3 ( )g t A r t A A FG t−= − +

Здесь I − симплектическая единица, а «коэффициенты диссипа-
ции» ( )d t  и ( )f t  определены выше в (5.2.11). Коэффициенты η , f  и
g  известным образом зависят от времени t . 

Уравнение (5.2.13) для N  интегрируется в явном виде [223]. Дей-
ствительно, полагая N=N n , где ( )t=n n − орт вектора N , получим для

неизвестной n  уравнение gI=n n . Начальное значение ( ) 0
0t =n n , 

0 1=n  определяется условием 0 0 0N=N n . Отметим, что 

( ) ( ) 0
0 1t t≡ = =n n n  для всех [ ]0 0,t t T∈ . Введем аргумент σ  так, 

чтобы I′ =n n ; имеем (5.1.21). Таким образом, прецессионные вращения 
квазитвердого тела (относительно оси в экваториальной плоскости) полно-
стью определены согласно (5.2.12), (5.1.21). Существенное значение при 
этом, как отмечалось, имеет знание переменных ( )G t  и ( )r t , которые
определились в п.2, 3. 

5. Численный анализ и выводы.
Обратимся вновь к проблеме определения сферического угла 

( )tθ  в частном случае b const= . На основе п.2, 3 получим для θ  и G
представления 

( ) ( )( )2 5 41 cos sin 1 sin cosk hθ γ τ θ θ τ θ θ′ = − − + ,   (5.2.14)

( ) ( )0 1G Gτ τ= − , [ ]0 0,1t Tτ = ∈ , 0
0T G b= , 

08
1 3k G A A bα= − , 03

1 3h G A A bχ= − , 

0 k≤ , h < ∞ , ( )1 3 1sign A Aγ = − = ± . 

Здесь штрих означает производную по аргументу τ . Заметим, что 
в автономном случае ( )b b G=  (в частности, b const= ) без ограничения

общности можно положить 0 0t = . При малых k  и h , а также 0δθ  в 
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окрестности стационарных точек могут быть применены методы возмуще-
ний, которые в данном случае приводят к элементарным выражениям: по-
линомам по τ  и экспонентам от полиномов и квадратурам от их произве-
дений. Например, после первой итерации в первом приближении по k , h  
и во втором по 0δθ  имеем выражения для ( )tθ  

 

( ) ( ) ( )( )80 0 0 0 4 0sin cos 8 sin cos 1 1kθ τ θ γ θ θ θ θ τ= + − − +
     

(5.2.15) 

( ) ( )( ) ( )3 2 23 1 1h O k hτ + − − + +


, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )30 02exp 3 1 1h Oθ τ δθ τ δθ γ τ δθ= = − − +


, * 0θ = ,

0 0δθ > , 

( ) ( ) [ ( ) ( )( ) ( )230 02 2 exp 3 1 1 ,h Oθ τ π δθ τ π δθ γ τ δθ= + = + − − − +


 

* 2θ π= , 0 0δθ < . 

Для произвольных различных значений k , h  и 0θ  решение урав-
нения (5.2.14) проводилось численно. Заметим, что семейства графиков 

( )0, , ,k hγθ θ τ θ=  являются трехпараметрическими; кроме того, два зна-

чения принимает параметр 1γ = ± . 
 

                     
 
                                Рис. 54                                                      Рис. 55 
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На рис. 54, 55 приведены расчетные графические зависимости θ ±  
при начальных условиях 0 3, 6θ π π=  соответственно и различных зна-
чениях параметров k , h , которые приведены на соответствующих кри-
вых. Значениям 0k h= =  отвечают горизонтальные прямые ( ) 0γθ τ θ= . 

Если параметр 1γ = + , то при , 0k h >  кривые ( )θ τ+  идут монотонно

вверх к * 2θ π=  выше этих прямых; если 1γ = − , то, наоборот, кривые 

( )θ τ−  идут монотонно вниз к * 0θ =  ниже этих прямых. При 0h =  (по-
лость отсутствует или жидкость «заморожена») семейства кривых по k  
совпадают с построенными ранее в [223, 297]; аналогично при 0k =  (под-
вижная масса, соединенная с телом упругой связью с квадратичной дисси-
пацией, отсутствует или является «абсолютно жесткой») семейства по h  
также отвечают изученным в [223, 297]. Основной качественный вывод, 
следующий из графиков рис. 54, 55 и других многочисленных расчетов, 
состоит в следующем. Оба фактора (упругий элемент с квадратичным тре-
нием и вязкая жидкость) способствуют стремлению ( ) 0, 2γθ τ θ π∗→ =  
при 1γ =  . Для фиксированных значений k  возрастание h  приводит к 

более крутому стремлению ( )γθ τ  к 0  или 2π ; аналогичная ситуация
имеет место при фиксированных значениях h  и возрастании k . Итак, для 
семейств графиков имеют место следующие свойства монотонности

( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 2 1τ τ> , [ ]1,2 0,1τ ∈ , 

( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 0 0

2 1θ θ> , [ ]0
1,2 0, 2θ π∈ , 

( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 2 1k k> , [ )1,2 0,k ∈ ∞ ,                (5.2.16) 

( ) ( )0 0
1 2, , , , , ,k h k hθ τ θ θ τ θ± ±<> , 2 1h h> , [ )1,2 0,h ∈ ∞ , 

( )0,1τ ∈ , ( )0 0, 2θ π∈ , ( ), 0,k h∈ ∞ .

Верхние знаки (меньше) неравенств (5.2.16) отвечают ( )1θ γ+ = + ,

нижние (больше) − ( )1θ γ− = − . Неравенства (5.2.16) означают, что при
фиксированных двух параметрах из трех и изменении третьего эти одно-
параметрические семейства не пересекаются (кроме точки 0θ , 0τ = ). 
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На основе имеющихся зависимостей ( )G t , ( )tθ  находится осе-

вая составляющая r  вектора угловой скорости ω : ( ) 1
3 cosr A Gτ θ−= . 

Это позволяет по формулам (5.2.12), (5.1.21н) определить другие состав-
ляющие: 

( ) 1
1, Tp q A N−= n . 

Сравнение графических зависимостей рис. 51 и 54, 52 и 55 пока-
зывает, что при одинаковых значениях k  и h ( )γθ τ  более круто стреми-
тся к 0  или 2π  в случае твердого тела, соединенного с подвижной мас-
сой упругой связью с вязким трением, рассмотренном в [298] и в § 1 этой 
главы. 

Изложенная выше методика синтеза и анализа гибридных систем 
может быть обобщена с учетом возмущающих факторов различной физи-
ческой природы [223]. 

 
§3.Оптимальное торможение вращений динамически симмет-

ричного тела с полостью, заполненной вязкой жидкостью, в сопро-
тивляющейся среде. 

 
1. Постановка задача оптимального управления. 
На основе подхода [135, 223] уравнения управляемых вращений в 

проекциях на оси связанной с фиксированным твердым телом системы ко-
ординат (уравнения Эйлера) могут быть представлены в виде [70, 74, 135, 
223] 

               ( ) 2
1 3 1 1pA p A A qr L Qpr A pλ+ − = + − , 

( ) 2
1 1 3 1qA q A A pr L Qqr A qλ+ − = + − ,                   (5.3.1) 

( )2 2
3 3rA r L H p q r A rλ= + + − .  

Здесь p , q , r − проекции вектора абсолютной угловой скорости -
ω  на связанные оси, 1 1 3diag( , , )J A A A=  − тензор инерции невозмущен-

ного тела, , ,p q rL  − проекции вектора управляющего момента сил uL ; ки-

нетический момент тела J=G ω , его модуль
1

2 2 2 2 2
1 3G A A rω⊥ = = + G , 

2 2 2p qω⊥ = + . 
Для упрощения задачи в систему (5.3.1) внесено структурное 

ограничение. Считается, что диагональный тензор момента сил вязкого 
194 

 



сопротивления пропорционален тензору момента сил инерции, т.е. момент 
сил диссипации пропорционален кинетическому моменту 

r Jλ= −L ω ,                                              (5.3.2) 
где λ − некоторый постоянный коэффициент пропорциональности, зави-
сящий от свойств среды. Сопротивление действующее на тело, можно 
представить парой приложенных сил. При этом, проекции момента этой 
пары на главные оси инерции тела являются величинами 1 ,A pλ 1A qλ , 

1A rλ  [70, 74]. Такое предположение не является противоречивым. 

Предполагается, что допустимые значения uL  ограничены сферой 
и заданы в виде (5.1.2). 

Введенные в (5.3.1) обозначения Q , H  выражаются через пара-
метры системы согласно (5.1.3) 

( )1 2
1 3 1 3Q P A A A Aβ υ− −= − ,  ( )1 1

1 3 1H P A A Aβ υ− −= − .   (5.3.3) 
Коэффициенты Q , H  в (5.3.1) характеризуют момент сил, обус-

ловленный движениями сильно вязкой жидкости в полости, β  − объемная 
плотность, ν  − кинематический коэффициент вязкости, P  − коэффици-
ент, определяемый формой полости; для сферической полости радиуса 0a
он равен 7

08 / 525P aπ=  [135]. Основное допущение − предположение о 
малости числа Рейнольдса Re , введенное, следуя (5.1.5). 

Итак, в квазистатическом приближении момент со стороны вязкой 
жидкости в полости определяется мономами третьей степени от ω . Ма-
лый тормозящий момент сил вязкого трения является линейным относите-
льно угловой скорости возмущением. Математическая модель управляе-
мых вращений квазитвердого тела построена в виде уравнений Эйлера 
(5.3.1). 

Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений (5.1.6). 

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 

2. Решение задачи оптимального торможения.
Отметим, что момент сил, обусловленный вязкой жидкостью в по-

лости, является внутренним для фиктивного тела, а момент сил вязкого 
трения − внешним. 
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На основе динамического программирования синтез оптимального 
по быстродействию управления имеет вид [223] 

1
p

A p
L b

G
= − , 1

q
A q

L b
G

= − , 3
r

A r
L b

G
= − , ( ),b b t G= .       (5.3.4) 

Здесь для дальнейшего упрощения полагается ( ),b b t G= , 

1 20 b b b< ≤ ≤ < ∞ . 
Домножим первое уравнение (5.3.1) на 1A p , второе – на 1A q , 

третье – на 3A r  и сложим. Получим уравнение вида 

( ),G b t G Gλ= − − , 0
0( )G t G= , 0

0( , , ) 0G T t G = , ( )0
0 ,T T t G= , 

( ) ( ), ,V t G T t G= . 

В предположении ( )b b t=  получим решение и условие для T  

( )0

0

0 ( )( ) ( )
t

t t t

t

G t G e b e dλ λ ττ τ− − − −= − ∫ , 0

0

0 ( )( )
T

t T

t

G e b e dλ λ ττ τ− − −= ∫ , 

( )0
0 ,T T t G=  .                                     (5.3.5) 

Здесь t  − текущее время процесса торможения, T − время быст-
родействия. 

При b const=  решение уравнения и краевой задачи (5.3.5) запи-
сывается следующим образом 

 

0( ) exp( )b bG t G tλ
λ λ

 = + − − 
 

, 01 ln( 1)T G
b
λ

λ
= + , 0 0t = .      5.3.6) 

Далее детально анализируется случай (5.3.6). 
 
3. Анализ осевого вращения для управляемого движения тела.  
Подстановка известного выражения для G  (5.3.6) в третье урав-

нение (5.3.1) приводит к элементарному нелинейному уравнению относи-
тельно r  (уравнению Бернулли) 

 

( )1 2 1 2 2 2
1 3 3r r bG A HA G A rλ− − − = − + − −   .               (5.3.7) 

Заменой осевой составляющей вектора угловой скорости r GR= , 
где R − неизвестная функция, уравнение (5.3.7) приводится к виду, допус-
кающему разделение переменных и тривиальное интегрирование 
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( )2 1 2 2 2
1 3 31R A HA G A R R− −= − − .      (5.3.8) 

Вектор кинетического момента G  при проектировании на глав-
ные центральные оси инерции тела приводит к выражению 3 cosA r G θ= , 
где θ  − сферический угол. В результате для неизвестной R  получается 
соотношение 3 cosA R θ= . Уравнение (5.3.8) после перехода к неизвест-
ной θ  может быть записано в виде, также допускающем разделение пере-
менных и аналитическое интегрирование 

( ) ( )
22 1 2 0

1 3 exp cos sinA HA G b t bθ λ λ λ θ θ− − −  = − + − − 
 , 0(0)θ θ= . 

(5.3.9) 
Его решение записывается следующим образом 

( )( ){0 2 1 0 2 1
1 3tg tg exp 0.5( ) exp 2 1A HA G b tθ θ λ λ λ− − −= − − + − − +

( )( ) }0 1 22 ( ) exp 1b G b t b tλ λ λ− + + − − +  .       (5.3.10) 

Без нарушения общности можно принять, что начальное значение 

( ) 00θ θ=  принадлежит первой четверти ( 00 2
πθ≤ ≤ ). Если 0θ  прини-

мает значения из указанного промежутка, то угол θ  в процессе эволюции 

вращений также не выйдет за его пределы, поскольку * 0, 2
πθ = − стаци-

онарные точки уравнения (5.3.9) независимо от изменения G . 
Исследуем поведение угла нутации в малой полуокрестности ста-

ционарных точек * 0, 2
πθ =  уравнения (5.3.8): 0θ δθ= >  и 

2
πθ δθ= + , 

0δθ < . В первом случае ( * 0θ = ) имеем 

( ) 22 1 2 0
1 3 ( ) exp ,A HA G b t bδθ λ λ λ δθ− − −  = − + − − 

 (5.3.11) 

( ) { ( )( )0 2 1 2 0 2 1
1 3exp 0.5( ) exp 2 1t A HA G b tδθ δθ λ λ λ λ− − − −= − − + − − +

( )( ) }0 1 22 ( ) exp 1b G b t b tλ λ λ− + + − − +  .

Из (5.3.11) следует, что при 3 1A A>  (сплюснутое тело) вариация 
δθ  монотонно убывает, а при 3 1A A<  (вытянутое тело) – монотонно воз-
растает, так как 0H >  или 0H < . 
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Рассмотрим второй случай 
2
πθ δθ= + , 0δθ < *

2
πθ = 

 
. Анало-

гично (5.3.11) имеем 

( ) 22 1 2 0
1 3 ( ) exp ,A HA G b t bδθ λ λ λ δθ− − −  = + − − 

                        (5.3.12) 

( ) ( )( ){0 2 1 2 0 2 1
1 3exp 0.5( ) exp 2 1t A HA G b tδθ δθ λ λ λ λ− − − −= − + − − +  

( )( ) }0 1 22 ( ) exp 1b G b t b tλ λ λ− + + − − +  ,     0(0) 0δθ δθ= < . 

Из (5.3.12) следует, что при 1 3A A>  величина δθ  монотонно 
убывает, а при 1 3A A<  монотонно возрастает. 

 
4. Анализ вращений тела в экваториальной плоскости.  
Рассмотрим теперь изменение экваториальных составляющих пе-

ременных p , q  согласно первым двум уравнением (5.3.1) с учетом (5.1.5) 

и известных выражений ( )G t , ( ) ( ) ( )1
3 cosr t A G t tθ−= ; коэффициент b  

будет также известной функцией t : ( )( ),b b t G t= . Зависимость от пара-
метров системы и начальных данных не указывается ради сокращения за-

писи. Введем переменную ( )1/22 2
1N A p q= + , имеющую смысл модуля 

указанных составляющих, характеризующую эти вращения. Умножая пер-
вое уравнение (5.3.1) на 1

1A pN − , а второе − на 1
1A qN −  и складывая, полу-

чим для N  линейное однородное уравнение 

( ) ,N t Nη= − ( ) ( ) ( )1 2
1

bt A Qr t
G t

η λ−= − + , ( ) 0tη > .      (5.3.13) 

После интегрирования имеем 

( ) ( )
0

0 exp
t

t

N t N dη τ τ
 

= − 
  
∫ , ( ) ( )( )

1
2 2 20 0 0

1N A p q= + .   (5.3.14) 

Согласно (5.1.19) sinN G θ= . 
При constb = с учетом (5.3.6) имеем 

( )01 exp( ) sinN G b t bλ λ θ
λ
 = + − −  .                               (5.3.15) 

Численный анализ изменения угла θ  приведен в п.5. 
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Используя известные выражения ( )G t  и ( )r t , приведем уравне-
ния для  p , q  (5.3.1) к виду линейных с переменными коэффициентами и 
определенной симметрией. Эти уравнения содержат только «гироскопиче-
ские» и «диссипативные» члены с коэффициентами ( )g t  и ( )tη  соответ-
ственно 

( ) ( )t g t Iη= − +N N N , ( )1 1, ,TA p A q=N ( ) ( ) ( )1
1 1 3 .g t A r t A A−= −    (5.3.16) 

Здесь I  −симплектическая единица, а коэффициент η  определен 
в (5.3.13). 

Уравнение (5.3.16) для N  интегрируется в явном виде. Полагая 
N=N n , где ( )t=n n  − орт вектора N , получим для неизвестной n  ура-

внение gI=n n . Начальное значение ( ) 00 =n n , 0 1=n  определяется

условием 0 0 0N=N n . Отметим, что ( ) 1t ≡n  для всех [ ]00,t T∈ . Введем 

аргумент σ  так, чтобы I′ =n n ; в этом случае получим (5.1.21). 
Таким образом, прецессионные вращения квазитвердого тела (от-

носительно оси в экваториальной плоскости) полностью определены сог-
ласно (5.3.14), (5.1.21). 

5. Численный анализ и выводы.
Обратимся вновь к задаче определения сферического угла ( )tθ  в

частном случае constb =  согласно (5.3.9). Проведем обезразмеривание 
этого уравнения. Введем обозначения 

t
T

τ = , Tλ λ= , 
0

0 GG
bT

= , 2 1 3 2
1 3H A HA T b− −= .      (5.3.17) 

В результате этих преобразований получим уравнения для угла θ  

( ) ( ) 2
2 0 1 exp 1 cos sind H G

d
θ λ λ λτ θ θ
τ

−  = ± + − − 
    ,     (5.3.18) 

при 1 3A A>  или 1 3A A< . 
Уравнения (5.3.18) было численно проинтегрированы для произ-

вольных различных значений , ,  и рад. Графики изме-

нения угла  представлены на рис.56 – 59. Рис. 56, 57 соответствуют ди-
намически вытянутому телу, а рис. 58, 59 − сплюснутому. 

0G λ H 0

4
πθ =

θ

199 



 
Рис. 56 

 

 
Рис. 57 

 
Расчет кривых рис. 56 проводился при значении 1H =  для разли-

чных безразмерных коэффициентов момента сил сопротивления и началь-
ного значения кинетического момента. Кривая 1 для 0 1G =  и 0.1λ = , 

кривая 2 − 0 1G λ= =   и кривая 3 − 0 0.1G λ= =  . Видно, что во всех расче-
тных случаях угол θ  растет, но характер роста зависит от значения вели-
чины 0G . Данная безразмерная величина характеризует отношение нача-
льного кинетического момента твердого тела по отношению к характерис-
тикам управляемого движения, что позволяет сделать вывод: при малой 
начальной скорости вращения тела изменение сферического угла θ  носит 
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более ярко выраженный экспоненциальный характер. При данных значе-
ниях безразмерных параметров уравнения (5.3.18) изменение угла проис-
ходит в среднем на 20 %. Рис.57 показывает существенный рост сферичес-
кого угла твердого тела за время торможения с достижением предельного 
значения. Кривые 1, 2 соответствуют 0 1G = , кривая 3 − 0 2G = , а кривая 
4 − 0 0.1G = . Эти кривые подтверждают вышеуказанный вывод о характе-
ре изменения функции сферического угла. Кривые 1, 2, 4 соответствуют 
существенному влиянию момента сил вязкой жидкости в полости 10H = .
Кривая 3 получена при 1H = . Для расчета учитываются различные значе-
ния  безразмерного коэффициента момента сил сопротивления среды: кри-
вые 1, 4 − 0.1λ = , кривые 2, 3 − 1λ = . Видно, что чем больше отношение 
коэффициента H  к безразмерному коэффициенту момента сил сопротив-
ления λ , то тем быстрее тело стремится к устойчивому предельному по-
ложению оси вращения. 

Рис. 58 

Расчет кривых рис.58, 59 проводился для динамически сплюсну-
того твердого тела. Значения безразмерных величин 0G , λ , H  выбраны
аналогично случаю динамически вытянутого  тела. Из рисунков видно, что 
угол θ  убывает, стремясь к некоторому предельному значению. Характер 
убывания функции также зависит от величины кинетического момента те-
ла в начальный момент времени, а при значительном коэффициенте моме-
нта сил вязкой жидкости в полости при незначительном сопротивлении 
среды, угол стремится к предельному положению 0 рад. 
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При 1 3A A= , а также 0δθ  в окрестности стационарных  точек 

могут быть применены методы возмущений, которые в данном случае 
приводят к элементарным выражениям. Например, после первой итерации 
имеем выражение для θ  
( ) ( )0 3 1 1 2 0 0

1 3 3 1 cos sinA A P A Aθ τ θ β ν λ θ θ− − − −= − − ×                     (5.3.19) 

( )( ) ( )( )0 2 1 0 1 20.5( ) exp 2 1 2( ) exp 1G b t G b b t b tλ λ λ λ λ λ− −× − + − − + + − − +    

Формула (5.3.19) позволяет провести анализ угла θ  во времени 
для различных значений параметров системы и начальных данных. 

 
Рис. 59 

 
Таким образом, аналитически и численно исследована задача син-

теза оптимального по быстродействию торможения вращений динамичес-
ки симметричного «квазитвердого» тела в сопротивляющейся среде. В ра-
мках асимптотического  подхода определены управление, время быстро-
действия (функция Беллмана) и сферический угол θ , установлены качест-
венные свойства оптимального движения. 

 
§4. Оптимальное торможение вращений динамически симмет-

ричного тела с подвижной массой в сопротивляющейся среде. 
 
1. Постановка задачи оптимального управления. 
На основе подхода [135, 223] уравнения управляемых вращений в 

проекциях на оси связанной с фиксированным твердым телом системы ко-
ординат (уравнения Эйлера) могут быть представлены в виде [70, 74, 168, 
223] 
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( ) 2 4
1 3 1 1pA p A A qr L FG qr Dr p A pλ+ − = + + − , 

( ) 2 4
1 1 3 1qA q A A pr L FG pr Dr q A qλ+ − = − + − ,   (5.4.1) 

( )1 3 2 2
3 1 3 3rA r L A A Dr p q A rλ−= − + − . 

Здесь p , q , r  − проекции вектора абсолютной угловой скорости
ω  на связанные оси, 1 1 3diag( , , )J A A A=  − тензор инерции невозмущен-

ного тела, , ,p q rL  − проекции вектора управляющего момента сил uL ; ки-

нетический момент тела J=G ω , его модуль 
1

2 2 2 2 2
1 3G A A rω⊥ = = + G ,

2 2 2p qω⊥ = + . 
Как и в § 3 данной главы считается, что момент сил диссипации 

пропорционален кинетическому моменту. 
Предполагается, что допустимые значения uL  ограничены сферой 

и заданы в виде (5.1.2). 
Введенные в (5.4.1) обозначения F , D выражаются через парамет-

ры системы согласно (5.1.3) 

2 2 3
3 1F m A Aρ − −= Ω , ( )2 4 3 4

3 1 3 1D m A A A Aρ − −= ΛΩ − .            (5.4.2) 

Коэффициенты D , F в (5.4.1) характеризуют возмущающие мо-
менты сил, обусловленные наличием вязкоупругого элемента, m − масса 
подвижной точки, ρ − расстояние от центра масс недеформированной си-
стемы до точки крепления, которая находится, по предположению, на оси 

динамической симметрии этого тела. Постоянные 2 c
mΩ = , 1 m

δλ =
определяют частоту колебаний и скорость их затухания соответственно; c
− жесткость (коэффициент упругости), δ − коэффициент вязкости демп-
фера. Рассматривается случай сильного демпфера, когда коэффициенты 
связи велики в смысле (5.1.4).   

В квазистатическом приближении возмущающие моменты сил, 
обусловленные упругостью и вязкостью демпфера, определяются монома-
ми компонент вектора  ω  четвертой и пятой степенями соответственно. 
Малый тормозящий момент сопротивления среды является линейным от-
носительно угловой скорости возмущением. Математическая модель 
управляемых вращений квазитвердого тела построена в виде уравнений 
Эйлера (5.4.1). 
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Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений (5.1.6).  

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 

 
2. Решение задачи оптимального торможения. 
Отметим, что момент сил, обусловленный движением вязкоупру-

гого элемента, является внутренним для фиктивного тела, а момент сил 
линейного сопротивления среды − внешним. 

На основе динамического программирования и неравенства Шва-
рца синтез оптимального по быстродействию управления имеет вид [223] 

 

1
p

A p
M b

G
= − , 1

q
A q

M b
G

= − , 3
r

A r
M b

G
= − , ( ),b b t G= .   (5.4.3) 

Здесь для упрощения полагаем ( ),b b t G= , 1 20 b b b< ≤ ≤ < ∞ . 
Домножим первое уравнение (5.4.1) на 1A p , второе – на 1A q , 

третье – на 3A r  и сложим. Получим скалярное уравнение, подлежащее 
интегрированию, и уравнение для T  

( ),G b t G Gλ= − − , 0
0( )G t G= , 0

0( , , ) 0G T t G = , ( )0
0 ,T T t G= , ( )tη . 

 

В предположении ( )b b t=  получим решение и условие для T  
 

( )0

0

0 ( )( ) ( )
t

t t t

t

G t G e b e dλ λ ττ τ− − − −= − ∫ , 0

0

0 ( )
T

t

t

G e b e dλ λττ τ−= ∫ ,

( )0
0 ,T T t G= .                                          (5.4.4) 

Здесь t  − текущее время процесса торможения, T − время быст-
родействия. 

При constb =  решение уравнения и краевой задачи (5.4.4) запи-
сывается следующим образом 

 

( )01( ) exp( )G t G b t bλ λ
λ
 = + − −  , 01 ln 1T G

b
λ

λ
 = + 
 

, 0 0t = .   (5.4.5) 

 

Далее детально анализируется случай (5.4.5). 
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3.Анализ осевого вращения для управляемого движения тела.
Подстановка известного выражения для G  (5.4.5) в третье урав-

нение (5.4.1) приводит к элементарному нелинейному уравнению относи-
тельно r  

( )1 1 2 2 2 2 2
1 3 3r r bG A A Dr G A rλ− − − = − + + − 



.            (5.4.6) 

Заменой осевой составляющей вектора угловой скорости r GR= , 
где R − неизвестная функция, уравнение (5.4.6) приводится к виду, допус-
кающему разделение переменных и тривиальное интегрирование 

( )1 2 4 3 2 2
1 3 31R A A DG R A R− −= − −



.          (5.4.7) 

Вектор кинетического момента G  при проектировании на глав-
ные центральные оси инерции тела приводит к выражению 3 cosA r G θ= , 
где θ  − сферический угол. В результате для неизвестной R  получается 
соотношение 3 cosA R θ= . Уравнение (5.4.7) после перехода к неизвест-
ной θ  может быть представлено в виде 

( ) 41 4 4 0 3
1 3 exp( ) cos sinA A D G b t bθ λ λ λ θ θ− − −  = + − − 



, 
0(0)θ θ= .                  (5.4.8) 

Решение (5.4.8) записывается следующим образом: 

( ) ( ) ( )2 2 2 0 2 0tg exp tg tg exp tg exp 2 ( )K tθ θ θ θ= ,(5.4.9)

( ) ( ) ( ) ( )1 4 4 4
1 3

4 4 3 3 2
( ) 4

4 3 2
f t f t f t

K t A A D f t b t
λ λ λ

λ λ− − −  
= − + − + + 

 
, 

где ( ) ( ) ( )( )1 4 0 exp 1f t b b G t
βββλ λ λ βλ− −= + − − , 1, 2,3, 4β = . 

Без нарушения общности можно принять, что начальное значение 

( ) 00θ θ=  принадлежит первой четверти ( 00 2
πθ≤ ≤ ). Если 0θ  прини-

мает значения из указанного промежутка, то сферический угол в процессе 
эволюции вращений также не выйдет за его пределы, поскольку 

* 0, 2
πθ = − стационарные точки уравнения (5.4.9) независимо от измене-

ния G . 
Уравнение (5.4.9) определяет в неявном виде зависимость угла θ  

от t . Левая часть этого равенства есть монотонно возрастающая функция 
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от tgθ , а правая часть − монотонная функция t . Следовательно, соотно-
шение (5.4.9) задает однозначную монотонную функцию ( )tθ . Характер 
поведения данной функции аналогичен изученному в [168]. 

Исследуем поведение сферического угла в малой полуокрестности 
стационарной точки * 0θ =  уравнения (5.4.8): 0θ δθ= > . Уравнение 
(5.4.8) примет вид: 

( )1 4 44 0
1 3 ( ) expA A D G b t bδ θ λ λ λ δθ
− − −  = + − − 



, 

0 exp( ( ))K tδθ δθ= .                                 (5.4.10) 
Из (5.4.10) следует, что при 3 1A A>  (динамически сплюснутое 

тело) вариация δθ  монотонно убывает, а при 3 1A A<  (динамически вы-
тянутое тело) – монотонно возрастает, так как 0D >  или 0D < . 

При 1 3A A≈ , а также 0δθ  в окрестности стационарных точек 

могут быть применены методы возмущений, которые в данном случае 
приводят к элементарным выражениям. Например, после первой итерации 
имеем выражение для θ  

( ) 0 1 4 5 0 3 0
1 3 sin cos ( )t A A D K tθ θ λ θ θ− − −= + .            (5.4.11) 

Формула (5.4.11) позволяет провести анализ угла θ  во времени 
для различных значений параметров системы и начальных данных. 

 
4. Анализ вращений тела в экваториальной плоскости.  
Рассмотрим теперь изменение экваториальных составляющих пе-

ременных p , q  согласно первым двум уравнениям (5.4.1) с учетом (5.1.5) 

и известных выражений ( )G t , ( ) ( ) ( )1
3 cosr t A G t tθ−= ; коэффициент b  

будет также известной функцией t : ( )( ),b b t G t= . Зависимость от пара-
метров системы и начальных данных не указывается ради сокращения за-
писи. Введем переменную 1N Aω⊥= , имеющую смысл модуля указанных 
составляющих, характеризующую эти вращения. Умножая первое уравне-
ние (5.4.1) на 1

1A pN − , а второе − на 1
1A qN −  и складывая, получим для N  

линейное однородное уравнение 

( ) ,N t Nη= −


( ) ( ) ( )1 4
1

( )b tt A Dr t
G t

η λ−= − + , ( ) 0tη > .       (5.4.12) 

После интегрирования имеем 
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( ) ( )
0

0 exp
t

t

N t N dη τ τ
 

= − 
  
∫ , ( ) ( )( )1/22 20 0 0

1N A p q≡ + .(5.4.13) 

С другой стороны, квадрат величины кинетического момента тела 
может быть представлен в виде 2 2 2 2

3G N A r= + . 

Отсюда легко получить выражение для N : ( )1/22 2 2
3N G A r= −

или, учитывая соотношение 3 cosA r G θ= , 

sinN G θ= .(5.4.14) 
При constb = с учетом (5.4.5) имеем 

( )01 exp( ) sinN G b t bλ λ θ
λ
 = + − −  .                 (5.4.15) 

Численный анализ изменения угла θ  приведен в п.5. 
Используя известные выражения ( )G t  и ( )r t , приведем уравне-

ния для  p , q  (5.4.1) к виду линейных уравнений с переменными коэф-
фициентами и определенной симметрией. Эти уравнения содержат только 
«гироскопические» и «диссипативные» члены с коэффициентами ( )g t  и

( )tη  соответственно

( ) ( )t g t Iη= − +N N N


, ( )1 1, TA p A q=N , 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 3 ( )g t A r t A A FG t−= − + .         (5.4.16) 

Здесь I  − симплектическая единица, а коэффициент η  определен 
в (5.4.12). 

Гироскопический коэффициент ( )g t  совпадает с аналогичной
величиной, определенной при движении тела со сферической полостью, 
заполненной несжимаемой жидкостью большой вязкости, и с вязкоупру-
гим элементом [298]. 

Уравнение (5.4.16) для N  интегрируется в явном виде. Полагая 
N=N n , где ( )t=n n  − орт вектора N , получим для неизвестной n  ура-

внение gI=n n . Начальное значение ( ) 00 =n n , 0 1=n  определяется

условием 0 0 0N=N n . Отметим, что ( ) 1t ≡n  для всех [ ]00,t T∈ . Введем 

аргумент σ  так, чтобы I′ =n n ; в этом случае получим (5.1.21). 
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Таким образом, прецессионные вращения твердого тела (относи-
тельно оси в экваториальной плоскости) полностью определены согласно 
(5.4.13), (5.1.21). 

 
5.Численный анализ и выводы. 
Обратимся вновь к задаче определения сферического угла ( )tθ  в 

частном случае constb =  согласно (5.4.8). Проведем обезразмеривание 
уравнения (5.4.8). Введем обозначения 

t
T

τ = , Tλ λ= , 
0

0 GG
bT

= , 1 4 5 4
1 3D A A DT b− −= .                   (5.4.17) 

В результате этих преобразований получим уравнение для угла θ  

( ) 4
4 0 31 exp( ) 1 cos sind D G

d
θ λ λ λτ θ θ
τ

−  = + − − 
    .            (5.4.18) 

 

 
Рис. 60 

 
Уравнения (5.4.18) было численно проинтегрированы для произ-

вольных различных значений 0G , λ , D  и 0

4
πθ = рад. Графики изме-

нения угла θ  представлены на рис.60 – 63. Рис.60, 61 соответствуют ди-
намически вытянутому телу, а рис. 62, 63 − сплюснутому.  

Расчет кривых рис. 60 проводился при значении  для разли-
чных безразмерных коэффициентов момента сил сопротивления и началь-
ного значения кинетического момента. Кривая 1 для  и , 

кривая 2 −  и кривая 3 − . Видно, что во всех расчет- 

1D =

0 1G = 0.1λ =

0 1G λ= = 

0 0.1G λ= = 
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Рис. 61 

ных случаях угол θ  растет, но характер роста зависит от значения вели-
чины 0G . Данная безразмерная величина характеризует отношение нача-
льного кинетического момента твердого тела по отношению к характерис-
тикам управляемого движения. Можно сделать вывод: при малом значении 
вектора кинетического момента в начальный момент времени  изменение 
сферического угла θ  носит более ярко выраженный экспоненциальный 
характер. Для заданных значений безразмерных параметров уравнения 
(5.3.18) изменение угла происходит на незначительную величину. 

На рис.61 показан более существенный рост сферического угла 
твердого тела за время торможения с достижением предельного значения. 
Все кривые получены при значении параметра 0 1G = . Кривая 1 соответс-
твует 1λ = , а остальные − при значении параметра 0.1λ = . Численный 
расчет показал, что с увеличением значения параметра D , рост сферичес-
кого угла происходит с большим градиентом на начальном промежутке 
движения твердого тела. Таким образом, чем больше возмущающий мо-
мент, обусловленный наличием вязкоупругого элемента, то тем быстрее 
угол θ  достигает своего предельного значения. Само предельное значение 
сферического угла, при котором происходит полное торможение твердого 
тела, также зависит от величины возмущающего момента вязкоупругого 
элемента. 

Аналогичный характер поведения для функции  получен в 
работах [293, 298]. 

Расчет кривых рис.62, 63 проводился для динамически сплюсну-
того твердого тела. На рис. 62 представлено численное интегрирование  

( )tθ
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Рис. 62 

 

при значении 1D = . Видим что, как и для динамически вытянутого твер-
дого тела, изменение угла  θ  незначительно. Для тела с такой геометрией 
масс сферический угол является функцией убывающей.  Предельное зна-
чение, к которому стремится убывающая функция и характер поведения 
зависит от величины безразмерных параметров 0G , λ . Для кривых 1, 2 
отношение кинетического момента в начальный момент времени к пара-
метрам управляющего момента равно 0.1, а для кривых 3, 4 − 0 1G = . Рас-

сматривались значения для безразмерного параметра 1λ =  для кр. 1, 3 и 
0.1λ = − кр. 2, 4. 

 

 
Рис. 63 
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Из рисунка 63 видно, что угол θ  убывает, стремясь к некоторому 
предельному значению. Характер убывания функции зависит от величины 
кинетического момента тела в начальный момент времени, а при значите-
льном коэффициенте возмущающего момента вязкоупругого элемента 
стремится к предельному положению 0 рад. Кривая 1: 0 2G = , 1λ = , 

1D = ; кр. 2 − 0 1G = , 0.1λ = , 20D = ; кр. 3 − 0 1G = , 1λ = , 100D = .
Численный расчет показал, что характер поведения функции ( )tθ  

в данной задаче совпадает с характером поведения функции изменения 
сферического угла для  твердого тела с подвижными внутренними масса-
ми [168]. 

Таким образом, направление вектора кинетического момента G  в 
связанной с телом системе координат стремится к стационарному состоя-
нию: к направлениям осей, соответствующим наибольшим моментам ине-
рции. 

Аналитически и численно исследована задача синтеза оптималь-
ного по быстродействию торможения вращений динамически симметрич-
ного твердого тела с вязкоупругим элементом в сопротивляющейся среде. 
В рамках асимптотического подхода определены управление, время быст-
родействия (функция Беллмана) и сферический угол θ , установлены ка-
чественные свойства оптимального движения. 

§5. Оптимальное торможение вращений динамически симмет-
ричного тела с внутренней степенью свободы в среде с сопротивлени-
ем 

1. Постановка задачи оптимального управления.
На основе подхода [223, 293] уравнения управляемых вращений в 

проекциях на оси связанной с фиксированным твердым телом системы ко-
ординат (уравнения Эйлера) могут быть представлены в виде [70, 74, 223, 
293] 

( ) 2 6
1 3 1 1pA p A A qr L FG qr Spr A pω λ⊥+ − = + + − , 

( ) 2 6
1 1 3 1qA q A A pr L FG pr Sqr A qω λ⊥+ − = − + − ,    (5.5.1) 

1 5 3
3 1 3 3rA r L A A Sr A rω λ−

⊥= − − . 
Здесь p , q , r  − проекции вектора абсолютной угловой скорости 

ω  на связанные оси, 1 1 3diag( , , )J A A A=  − тензор инерции невозмущен-

ного тела, , ,p q rL  − проекции вектора момента управляющих сил uL ; кине-
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тический момент тела J=G ω , его модуль
1

2 2 2 2 2
1 3G A A rω⊥ = = + G , 

2 2 2p qω⊥ = + . 
Как и в §3 данной главы считается, что момент сил диссипации 

пропорционален кинетическому моменту. 
Предполагается, что допустимые значения uL  ограничены сферой 

и заданы в виде (5.1.2). 
Введенные в (5.5.1) обозначения F , S выражаются через парамет-

ры системы согласно (5.2.2) 
2 2 3

1 3F m A Aρ − −= Ω , 3 3 4 4
1 3S m d d A Aρ − −= ΛΩ , 1

3 11d A A−= − .  (5.5.2) 
Коэффициенты F , S характеризуют возмущающие моменты сил, 

обусловленные наличием упругого элемента. Здесь m − масса подвижной 
точки, ρ− радиус-вектор точки 1O  крепления подвижной массы, находя-

щейся на оси симметрии. Постоянные 2 c
mΩ = , 3

1 m
µλ = = ΛΩ  опреде-

ляют частоту колебаний и скорость их затухания соответственно; c − жес-
ткость; µ − коэффициент квадратичного трения. 

Рассматривается случай, когда коэффициенты связи 1λ  и Ω  тако-
вы, что «свободные» движения точки m , вызванные начальными откло-
нениями, затухают значительно быстрее, чем тело совершит оборот. Дви-
жение твердого тела близко к движению Эйлера-Пуансо, а относительные 
колебания точки, вынуждаемые этим движением будут малы (5.2.3). 

Итак в квазистатическом приближении возмущающие моменты 
сил, обусловленные упругостью и квадратичным трением демпфера, опре-

деляются мономами компонент вектора ( ), ,p q r Τ=ω  четвертой и вось-
мой степени соответственно. Малый тормозящий момент сопротивления 
среды является линейным относительно угловой скорости  возмущением. 
Математическая модель управляемых вращений квазитвердого тела пост-
роена в виде уравнений Эйлера (5.5.1). 

Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений (5.1.6).  

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 
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2.Решение задачи оптимального торможения.
Отметим, что момент сил, обусловленный движением подвижной 

массы, соединенной с телом упругой связью при наличии квадратичного 
трения, является внутренним для фиктивного тела, а момент сил линейно-
го сопротивления среды − внешним. 

На основе динамического программирования синтез оптимального 
по быстродействию управления имеет вид [223] 

1
p

A p
M b

G
= − , 1

q
A q

M b
G

= − , 3
r

A r
M b

G
= − , ( ),b b t G= .     (5.5.3)

Здесь для упрощения полагаем ( ),b b t G= , 1 20 b b b< ≤ ≤ < ∞ . 
Домножим первое уравнение (5.5.1) на 1A p , второе – на 1A q , 

третье – на 3A r  и сложим. Получим скалярное уравнение, подлежащее 
интегрированию, и уравнение для T

( ),G b t G Gλ= − − , 0
0( )G t G= , 0

0( , , ) 0G T t G = , ( )0
0 ,T T t G= , 

( ) ( ), ,V t G T t G= .

В предположении ( )b b t=  получим решение и условие для T

( )0

0

0 ( )( ) ( )
t

t t t

t

G t G e b e dλ λ ττ τ− − − −= − ∫ , 0

0

0 ( )
T

t

t

G e b e dλ λττ τ−= ∫ ,

( )0
0 ,T T t G= .           (5.5.4) 

Здесь t  − текущее время процесса торможения, T − время быст-
родействия. 

При constb =  решение уравнения и краевой задачи (5.5.4) запи-
сывается следующим образом 

( )01( ) exp( )G t G b t bλ λ
λ
 = + − −  , 01 ln 1T G

b
λ

λ
 = + 
 

, 0 0t = .(5.5.5) 

Далее детально анализируется случай (5.5.5). 

3. Анализ осевого вращения для управляемого движения тела.
Подстановка известного выражения для G (5.5.5)  в третье урав-

нение (5.5.1) приводит к нелинейному уравнению относительно r  следу-
ющего вида  
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( )3/21 2 2 4 2 2 2
1 3 3r r bG A A Sr G A r λ− − − = − + − +  



.             (5.5.6) 

 
Заменой осевой составляющей вектора угловой скорости r GR= , 

где R − неизвестная функция, уравнение (5.5.6) приводится к виду, допус-
кающему разделение переменных и тривиальное интегрирование 

( ) 3/22 2 4 5 2 2 2
1 3 31R A A SG R G A R− −  = − − 



.                    (5.5.7) 

Вектор кинетического момента G  при проектировании на глав-
ные центральные оси инерции тела приводит к выражению 3 cosA r G θ= , 
где θ  − сферический угол. В результате для неизвестной R  получается 
соотношение 3 cosA R θ= . Уравнение (5.5.7) после перехода к неизвест-
ной θ  может быть записано в виде 

( ) 72 6 5 7 0
1 3 sin sin cos exp( )A A S G b t bθ θ θ θλ λ λ− − −= + − −



,  (5.5.8) 
0(0)θ θ= . 

Его решение записывается следующим образом: 

( )4 2 4 0 02sec cosec +5 sec 3 cosec 2sec cosecθ θ θ θ θ θ− − −  

( )
0

2 0 0 15 sec 3 cosec 15ln ( )
4 2 4 2

tg tg K tπ θ π θθ θ −   − − + + + =  
   

, 

( ) ( ) ( )2 6 7
1 3

7 7 6 21 5
( ) 8

7 6 5
f t f t f t

K t A A S
λ λ λ

λ− − − = ± − + − +
             

(5.5.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) 735 4 35 3 21 2
7

4 3 2
f t f t f t

f t b t
λ λ λ

λ
+ − + − + 


, 

где ( ) ( ) ( )( )1 7 0 exp 1f t b b G t
βββλ λ λ βλ− −= + − − , 1, 2,..., 7β = . 

Без нарушения общности можно принять, что 0θ  (и θ ) принад-

лежат первой четверти ( 00 2
πθ≤ ≤ ). Если 0θ  принимает значения из 

указанного промежутка, то сферический угол в процессе эволюции враще-

ний также не выйдет за его пределы, поскольку * 0, 2
πθ = − стационарные 

точки уравнения (5.5.8). 
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При 1 3A A≈ , а также 0θ  в окрестности стационарных точек мо-
гут быть применены методы возмущений, которые в данном случае приво-
дят к элементарным выражениям. Например, после первой итерации име-
ем выражение для θ  

( ) 0 2 0 5 01 sin cos ( )
8

t K tθ θ θ θ= + .       (5.5.10) 

Формула (5.5.10) позволяет провести анализ угла θ  во времени 
для различных значений параметров системы и начальных данных. 

4. Анализ вращений тела в экваториальной плоскости.
Рассмотрим теперь изменение экваториальных составляющих пе-

ременных p , q  согласно первым двум уравнениям (5.5.1) с учетом (5.1.5) 

и известных выражений ( )G t , ( ) ( ) ( )1
3 cosr t A G t tθ−= ; коэффициент b

будет также известной функцией t : ( )( ),b b t G t= . Зависимость от пара-
метров системы и начальных данных не указывается ради сокращения за-
писи. Введем переменную 1N Aω⊥= , имеющую смысл модуля указанных 
составляющих, характеризующую эти вращения. Умножая первое уравне-
ние (5.5.1) на 1

1A pN − , а второе − на 1
1A qN −  и складывая, получим для N

линейное однородное уравнение 
( ) 2( ) ,N t N f t Nη= − + ( ) 0

0N t N= ,  (5.5.11) 

( ) ( )
( )b tt

G t
η λ= + , ( ) 2 6

1 ( )f t A Sr t−= . 

Это уравнение Бернулли (см. [317], с.297). Интегрируя (5.5.11), 
находим 

( )
0

11 0 2 6 1
1( ) ( ) ( )

t

t

N N E t A S r t E t dt
−− − −− = − ∫ , 

0

( ) exp ( )
t

t

E t t dtη
 

=  
  
∫ . 

(5.5.12) 
С другой стороны, квадрат величины кинетического момента тела 

может быть представлен в виде 2 2 2 2
3G N A r= + . 

Отсюда легко получить выражение для N : ( )1/22 2 2
3N G A r= −

или, учитывая соотношение 3 cosA r G θ= , 

sinN G θ= .         5.5.13) 
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При constb = с учетом (5.5.4) имеем 

( )01 exp( ) sinN G b t bλ λ θ
λ
 = + − −  .                (5.5.14) 

Численный анализ изменения угла θ  приведен в п.5. 
Используя известные выражения ( )G t  и ( )r t , приведем уравне-

ния для p , q  (5.5.1) к виду уравнений с переменными коэффициентами и 
определенной симметрией. Эти уравнения содержат только «гироскопиче-
ские» и «диссипативные» члены с коэффициентами ( )g t , ( )tη  и ( )f t  
соответственно 

( ) ( )( )t f t N g t Iη= −  −  + N N N


, ( )1 1, TA p A q=N ,  

( ) ( ) ( )1 2
1 1 3 ( )g t A r t A A FG t−= − + .                    (5.5.15) 

Здесь I  − симплектическая единица, а «коэффициенты диссипа-
ции» ( )tη  и ( )f t  определены в (5.5.11). 

Уравнение (5.5.15) для N  интегрируется в явном виде. Полагая 
N=N n , где ( )t=n n  − орт вектора N , получим для неизвестной n  ура-

внение gI=n n . Начальное значение ( ) 00 =n n , 0 1=n  определяется 

условием 0 0 0N=N n . Отметим, что ( ) 1t ≡n  для всех [ ]00,t T∈ . Введем 

аргумент σ  так, чтобы I′ =n n ; в этом случае получим (5.1.21). 
Таким образом, прецессионные вращения твердого тела (относи-

тельно оси в экваториальной плоскости) полностью определены согласно 
(5.5.12), (5.1.21). 

 
5. Численный анализ и выводы. 
Обратимся вновь к задаче определения угла ( )tθ  в частном случае 

constb =  согласно (5.5.8). Проведем обезразмеривание уравнения (5.5.8). 
Введем обозначения 

t
T

τ = , Tλ λ= , 
0

0 GG
bT

= , 2 6 8 7
1 3S A A ST b− −= .              (5.5.16) 

В результате этих преобразований получим уравнение для угла θ  
 

( ) 7
7 5 0sign( ) sin sin cos 1 exp( ) 1d S d G

d
θ λ θ θ θ λ λτ
τ

−= + − −     .  (5.5.17) 
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Рис. 64 

Уравнения (5.5.17) было численно проинтегрированы для произ-
вольных различных значений 0G , λ , S  и 0

4
πθ = рад. Графики изме-

нения угла θ  представлены на рис. 64 – 67. Рис. 64, 65 соответствуют ди-
намически вытянутому телу, а рис. 66, 67− сплюснутому.  

Рис. 65 

На рис. 64 представлено небольшое изменение сферического угла, 
при чем наибольший градиент изменения его величины наблюдается в пе-
рвой трети времени. Расчет проводился при постоянных безразмерных 
значениях 0 1G =  и 1S = , безразмерный коэффициент, характеризующий 
величину момента сил сопротивления среды, имел значения 

217 



1, 0.1, 0.01λ = для кривых 3, 2 и 1 соответственно. Видно, что чем больше 

коэффициент λ , тем на меньшую величину возрастает угол. На рис. 65 
представлен численный расчет с большим приращением угла θ . Кривая 1 
− 0 3G = , 10S = , 1λ = , кривая 2 − 0 3G = , 1S = , 1λ = , кривая 3 −

0 1G = , 100S = , 0.1λ = . Видно, что чем больше отношение начального 
значения кинетического момента к параметрам управления, тем к больше-
му асимптотическому значению стремится сферический угол. При этом 
градиент возрастания зависит от величины безразмерного коэффициента 
момента сопротивления. Уменьшение отношения возмущающего момента 
сил, обусловленного наличием упругого элемента, к параметрам управле-
ния при одних и тех же значениях 0G , λ приводит к уменьшению асимп-
тотического значения угла θ . 

 

 
Рис. 66 

 
Аналогичный характер поведения для функции ( )tθ  получен в 

работах [297 – 299]. 
Численно исследовано изменения сферического угла для динами-

чески сплюснутого твердого тела ( ).  Получено убывание угла к 
некоторому асимптотическому значению, которое зависит от безразмер-
ных параметров уравнения (5.5.17). На рис. 66 видно незначительное из-
менение угла  при : кривая 1 − , , кривая 2 − ,

, кривая 3 − , . Из рисунка видно, что более существен-
ное убывание численно получено при малом коэффициенте момента со- 

1 3A A<

θ 0 1G = 0.1λ = 0.1S = 1λ =

1S = 0.1λ = 1S =
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Рис. 67 

противления и безразмерном коэффициенте возмущающего момента, обу-
словленного наличием упругого элемента, одного порядка с безразмерным 
коэффициентом 0G . При существенном влиянии возмущающего момента 
упругого элемента убывание сферического угла может происходить до ма-
лого значения. На рис. 67 представлен результат численного расчета пове-
дения сферического угла θ  для динамически вытянутого твердого тела 
при 0 1G = . Кривая 1 − 10λ = , 10S = , кривая 2 − 0.1λ = , 10S = , кривая 
3 − 0.1λ = , 100S = . Видно, что характер поведения функции ( )θ θ τ=  
аналогичен рис. 66. 

Численный расчет показал, что характер поведения функции ( )tθ  
в данной задаче совпадает с характером поведения функции изменения 
угла нутации для твердого тела с подвижными внутренними массами 
[168]. 

Таким образом, направление вектора кинетического момента G  в 
связанной с телом системе координат стремится к стационарному состоя-
нию: к направлениям осей, соответствующим наибольшим моментам ине-
рции. 

Аналитически и численно исследована задача синтеза оптималь-
ного по быстродействию торможения вращений динамически симметрич-
ного твердого тела с подвижной массой, соединенной с телом упругой свя-
зью при наличии квадратичного трения, в сопротивляющейся среде. В ра-
мках асимптотического подхода определены управление, время быстро-
действия (функция Беллмана) и сферический угол θ , установлены качест-
венные свойства оптимального движения. 
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Контрольные вопросы и задания 
 

1. Запишите формулу для числа Рейнольдса. 
2. Сформулируйте задачу оптимального по быстродействию тормо-

жения вращений твердого тела. 
3. Проведите численное интегрирование уравнения изменения сфе-

рического угла (5.1.22) для различных значений параметров k , h  
при различных начальных условиях для угла 0θ . 

4. Постройте графики изменения функции ( )tθ θ=  с помощью биб-
лиотеки ZedGraph.dllи проведите анализ полученных результатов. 

5. Что является малым параметром задачи о наискорейшем тормо-
жении вращений гиростата с массой, связанной демпфером с ква-
дратичным трением? 

6. Численно определите характер поведения функции ( )tθ  для ди-
намически симметричного гиростата (5.2.14) при b const= . 

7. Сформулируйте результаты исследования задачи оптимального 
торможения вращений динамически симметричного тела с полос-
тью, заполненной вязкой жидкостью, в сопротивляющейся среде. 

8. Численно исследуйте характер поведения модуля вектора кинети-
ческого момента при различных выражениях функции ( )b b t=  
(5.4.4). 

9. Запишите формулы частоты колебаний и скорости их затухания. 
10. В чем заключаются результаты анализа вращений тела в экватори-

альной плоскости при оптимальном торможении вращений дина-
мически симметричного тела с внутренней степенью свободы в 
среде с сопротивлением? 
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Глава 6. 
Оптимальное по быстродействию торможение вращений твердого 

тела в среде с сопротивлением. 

Естественное развитие исследований задач динамики и управле-
ния движением твердых тел вокруг неподвижной точки состоит в учете то-
го обстоятельства, что тела не являются абсолютно твердыми, а в некото-
ром смысле близки к указанным идеальным моделям. Необходимость ана-
лиза влияния различных неидеальностей обусловлена ростом требований к 
точности решения практических задач космонавтики, гироскопии и др. 
Влияние неидеальностей может быть выявлено на основе асимптотических 
методов нелинейной механики (сингулярных возмущений, усреднения и 
др.). 

Главы 5 и 6 посвящены исследованию задач оптимального по 
быстродействию торможения вращений динамически симметричного 
твердого тела под действием моментов сил различной природы. Рассмат-
риваются вращения твердого тела при наличии моментов сил, обусловлен-
ных влиянием: а) сферической полости, заполненной жидкостью большой 
вязкости; б) подвижной массы, соединенной с телом упругой связью с вяз-
ким или квадратичным трением; в) линейного сопротивления внешней 
среды и некоторых сочетаний вышеуказанных возмущающих факторов.  

Управление вращениями производится с помощью момента сил, 
ограниченного по модулю.  
В главе 5 рассматриваются задачи оптимального торможения вращений 
твердого тела под действием двух различных приложенных к данному те-
лу моментов сил. В первых двух параграфах главы 6 исследуются задачи 
активного торможения вращений твердого тела под действием трех при-
ложенных моментов сил. Кроме того, в этой главе рассматривается задача 
оптимального по быстродействию торможения вращений динамически не-
симметричного твердого тела. 

Результаты § 1 главы 6 были впервые опубликованы в работе ав-
торов [323], § 2 – в статье [302], § 3 – в статье авторов [303], § 4 − в рабо-
тах [325, 326]. 
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§1.Активное торможение вращений симметричного гиростата 
с подвижной массой в вязкой среде. 

 
1. Постановка задачи оптимального управления. 
Исследуется задача оптимального по быстродействию торможени-

явращений динамически симметричного твердого тела со сферическойпо-
лостью, заполненной жидкостью большой вязкости (при малых числах-
Рейнольдса). Кроме того, тело содержит вязкоупругий элемент,который 
моделируется точечной массой, прикрепленной демпфером кточке на оси 
симметрии. На твердое тело действует малый тормозящиймомент сил ли-
нейного сопротивления среды. Управление вращениямипроизводится с 
помощью момента сил, ограниченного по модулю.Рассматриваемая мо-
дель обобщает исследованные ранее в работах [223, 293, 298, 301]. 

На основеподхода [135, 168, 223] уравнения управляемых враще-
ний в проекциях наоси связанной с фиксированным твердым телом систе-
мы координат(уравнения Эйлера) могут быть представлены в виде [70, 74, 
135, 168, 223] 

( ) 2 4 2
1 3 1 1 ,pA p A A qr L FG qr Dr p Qpr A pλ+ − = + + + −  

( ) 2 4 2
1 1 3 1 ,qA q A A pr L FG pr Dr q Qqr A qλ+ − = − + + −

       
(6.1.1) 

( ) ( )1 3 2 2 2 2
3 1 3 3 .rA r L A A Dr p q H p q r A rλ−= − + + + −  

Здесь p , q , r – проекции вектора абсолютной угловой скорости 
ω  на связанные оси, 1 1 3diag( , , )J A A A= – тензор инерции невозмущен-

ного тела, , ,p q rL – проекции вектора управляющего момента сил uL , кине-

тический момент тела J=G ω , его модуль 

( )
1

22 2 2 2 2
1 3G A p q A r = = + + G . 

Как и в §3 главы 5 считается, что момент сил диссипации пропор-
ционален кинетическому моменту.Предполагается, что допустимые значе-
ния uL  ограничены сферой и заданы в виде (5.1.2). 

Введенные в (6.1.1) обозначения D , F , Q , H  выражаются через 
параметры системы согласно (5.1.3) 

( )2 4 4 3
1 3 1 3D m A A A Aρ − −= ΛΩ − , 2 2 3

1 3F m A Aρ − −= Ω ,             (6.1.2) 

( )1 2
1 3 1 3Q P A A A Aβ υ− −= − , ( )1 1

1 3 1H P A A Aβ υ− −= − . 
Итак, в квазистатическом приближении возмущающие моменты 

сил, обусловленные упругостью и вязкостью демпфера, являются монома-
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ми вектора ( ), , Tp q r=ω  четвертой и пятой степеней соответственно. 
Момент со стороны вязкой жидкости определяется мономами третьей сте-
пени от ω . Математическая модель управляемых вращений квазитвердого 
тела построена в виде уравнений Эйлера (6.1.1). 

Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений 

0
0( )t =ω ω , ( ) 0T =ω , minT → u , 1≤u .         (6.1.3) 

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 

2. Решение задачи оптимального торможения.
Отметим, что моменты сил, обусловленныевязкой жидкости в по-

лости, а также движением вязкоупругого элемента являются внутренними 
для фиктивного тела, а момент сил линейного сопротивления среды − 
внешним. 

На основе динамического программирования и неравенства 
Шварца синтез оптимального по быстродействию управления имеет вид 
[223] 

1
p

A pM b
G

= − , 1
q

A qM b
G

= − , 3
r

A rM b
G

= − , ( ),b b t G= .     (6.1.4)

Здесь для упрощения полагаем ( ),b b t G= , 1 20 b b b< ≤ ≤ < ∞ . 
Домножим первое уравнение (6.1.1) на 1A p , второе – на 1A q , 

третье – на 3A r  и сложим. Получим скалярное уравнение, подлежащее 
интегрированию, и уравнение для T

( ),G b t G Gλ= − − , 0
0( )G t G= , 0

0( , , ) 0G T t G = , ( )0
0 ,T T t G= , 

( ) ( ), ,V t G T t G= .

В предположении ( )b b t=  получим решение и условие для T

( )0

0

0 ( )( ) ( )
t

t t t

t

G t G e b e dλ λ ττ τ− − − −= − ∫ , 0

0

0 ( )
T

t

t

G e b e dλ λττ τ−= ∫ , ( )0
0 ,T T t G= . 

(6.1.5) 
Здесь t  − текущее время процесса торможения, T − время быст-

родействия. 
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При constb =  решение уравнения и краевой задачи (6.1.5) запи-
сывается следующим образом 

( )01( ) exp( )G t G b t bλ λ
λ
 = + − −  , 01 ln 1T G

b
λ

λ
 = + 
 

, 0 0t = .    (6.1.6) 

Далее детально анализируется случай (6.1.6). 
 
3. Анализ осевого вращения для управляемого движения тела. 
Подстановка известного выражения для G (6.1.6) в третье уравне-

ние (6.1.1) приводит к нелинейному уравнению относительно r  следую-
щего вида  

( )( )1 1 1 2 2 2 1 1 2
1 3 3 1 3r r bG A A G A r HA DA rλ− − − − − = − + − − − 



.      (6.1.7) 

Заменой осевой составляющей вектора угловой скорости r GR= , 
где R − неизвестная функция, уравнение (6.1.7) приводится к виду, допус-
кающему разделение переменных и тривиальное интегрирование 

( )1 1 2 2 2 1 2
1 3 3 1 31R A A RG A R HA DA GR− − − = − − 



.              (6.1.8) 

Вектор кинетического момента G  при проектировании на глав-
ные центральные оси инерции тела приводит к выражению 3 cosA r G θ= , 
где θ  − сферический угол. В результате для неизвестной R  получается 
соотношение 3 cosA R θ= . Уравнение (6.1.8) после перехода к неизвест-
ной θ  может быть записано в виде 

( ) 21 1 2 0
1 3 sin cos exp( )A A G b t bθ λ θ θ λ λ− − −  = + − − × 



                 
(6.1.9) 

( ){ }21 3 2 0
1 3 cos exp( )A H A D G b t bλ θ λ λ− − −  × − + + − −  , 0(0)θ θ= . 

Без нарушения общности можно принять, что 0θ  (и θ ) принад-

лежит первой четверти ( 00 θ≤ , 2
πθ ≤ ). Если 0θ  принимает значения из 

указанного промежутка, то сферический угол в процессе эволюции враще-

ний также не выйдет за его пределы, поскольку * 0, 2
πθ = – стационарные 

точки уравнения (6.1.9) независимо от изменения G . 
Исследуем поведение сферического углав малой полуокрестности 

стационарных точек: 0θ δθ= >  и , 02
πθ δθ δθ= + < . В первом случае 

( * 0θ = ) имеем  
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( ) ( ) 21 1 2 0
1 3 exp( )

d
A A G b t b

dt
δθ

λ λ λ− − −  = + − − ×    
 (6.1.10) 

( ){ }21 3 2 0
1 3 exp( )A H A D G b t bλ λ λ δθ− − −  × − + + − −  ,

( )( )0 exp K tδθ δθ= ,    (6.1.11) 

( ) ( ) ( )1 1 3
1 3 1 1 1 2

4 3 1( ) 4 3 2
4 3 2

f t f t
K t A A Z Z Z Z f t

λ λ
λ λ− − −   = − − + − −  

 

( ) ( ) ( ) }1 4
1 2 1 22 2Z Z f t Z Z b tλ λ λ−− − + − , 

где ( ) ( ) ( )( )4 0 exp 1f t b b G t
βββλ λ βλ−= + − − , 3

1 3Z A D−= , 
1 2

2 1Z A Hb− −= , 1,..., 4β = . 
Из (6.1.11) следует, что с ростом t  при 3 1A A>  (сплюснутое тело) 

вариация δθ  монотонно убывает ( 0H− < , 0D < ), а при 3 1A A<  (вытя-
нутое тело) – монотонно возрастает ( 0H− > , 0D > ). 

Рассмотрим второй случай 2
πθ δθ= + , 0δθ <  ( *

2
πθ = ). Анало-

гично (6.1.10) имеем 
( ) ( ) 21 1 2 0

1 3 exp( )
d

A A H G b t b
dt
δθ

λ λ λ δθ− − −  = + − −  ,      (6.1.12) 

( ) ( ){ 20 1 1 2 0 1
1 3exp 0,5 exp( 2 ) 1A A H G b tδθ δθ λ λ λ λ− − − −= − + − − +

( ) ( ) }0 1 22 exp( ) 1b G b t b tλ λ λ− + + − − +  .    (6.1.13) 

Из (6.1.13) следует, что при 1 3A A>  величина δθ  монотонно воз-
растает, а при 1 3A A<  - монотонно убывает. Отметим, что в уравнение 
(6.1.12)  не входят слагаемые, обусловленные влиянием подвижной массы. 

При 1 3A A≈ , а также 0θ  в окрестности стационарных точек могут 
быть применены методы возмущений, которые в данном случае приводят 
к элементарным выражениям. Например, после первой итерации имеем 
выражение для θ  

( ) 0 ( )t S tθ θ= + .         (6.1.14) 
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( ) ( )1 1 3 0 0
1 3 1 1

4 3
( ) cos sin 4

4 3
f t f t

S t A A Z Z
λ λ

λ θ θ− − − 
= − − +


 

( ) ( ) ( ) ( ) 4
1 2 1 2 1 2

13 2 2 2
2

Z Z f t Z Z f t Z Z b tλ λ λ  + − − − + −  
  

, 

где ( ) ( ) ( )( )4 0 exp 1f t b b G t
βββλ λ βλ−= + − − , 3 2 2 0

1 3 cosZ A Dλ θ− −= ,
1 2

2 1Z A Hb− −= , 1,..., 4β = . 
Формула (6.1.14) позволяет провести анализ сферического угла во 

времени для различных значений параметров системы и начальных дан-
ных. 

 
4. Анализ вращений тела в экваториальной плоскости.  
Рассмотрим теперь изменение экваториальных компонент вектора

ω p , q  согласно первым двум уравнениям (6.1.1). Введем переменную 

1N Aω⊥= , имеющую смысл модуля указанных составляющих, характери-

зующую эти вращения. Умножая первое уравнение (6.1.1) на 1
1A pN − , а 

второе − на 1
1A qN −  и складывая, получим для N  линейное однородное 

уравнение 

( ) ,N t Nη= − ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
1

( )b tt A r t Dr t Q
G t

η λ−  = − + +  , ( ) 0tη > . 

(6.1.15) 
Интегрируя (6.1.15), находим 

( ) ( )
0

0 exp
t

t

N t N dη τ τ
 

= − 
  
∫ , ( ) ( )( )

1
2 2 20 0 0

1N A p q≡ + .            (6.1.16) 

С другой стороны, квадрат величины кинетического момента тела 
может быть представлен в виде 2 2 2 2

3G N A r= + . 

Отсюда легко получить выражение для N : ( )1/22 2 2
3N G A r= −

или, учитывая соотношение 3 cosA r G θ= , 

sinN G θ= .                                               (6.1.17) 
При constb = с учетом (6.1.5) имеем 

( )01 exp( ) sinN G b t bλ λ θ
λ
 = + − −  .                (6.1.18) 
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Численный анализ изменения угла θ  приведен в п.5. 
Используя известные выражения ( )G t  и ( )r t , приведем уравне-

ния для p , q  (6.1.1) к виду уравнений с переменными коэффициентами и 
определенной симметрией. Эти уравнения содержат только «гироскопиче-
ские» и «диссипативные» члены с коэффициентами ( )g t  и ( )tη  соответ-
ственно 

( ) ( )t g t Iη= − +N N N


, ( )1 1, TA p A q=N , 

( ) ( )( )1 2
1 1 3 ( )g t A r t A A FG t−= − + .  (6.1.19) 

Здесь I  − симплектическая единица, а «коэффициент диссипа-
ции» ( )tη  определен в (6.1.15). 

Уравнение (6.1.19) для N  интегрируется в явном виде. Полагая 
N=N n , где ( )t=n n  − орт вектора N , получим для неизвестной n  ура-

внение gI=n n . Начальное значение ( ) 00 =n n , 0 1=n  определяется

условием 0 0 0N=N n . Отметим, что ( ) 1t ≡n  для всех [ ]00,t T∈ . Введем 

аргумент σ  так, чтобы I′ =n n ; в этом случае получим (5.1.21). 
Таким образом, прецессионные вращения твердого тела (относи-

тельно оси в экваториальной плоскости) полностью определены согласно 
(6.1.16), (5.1.21). 

5. Численный анализ и выводы.
Обратимся вновь к задаче определения угла ( )tθ  в частномслучае 

constb =  согласно (6.1.9).Проведем обезразмеривание уравнения (6.1.9). 
Введем обозначения 

t
T

τ = , Tλ λ= , 
0

0 GG
bT

= , 2 1 3 2
1 3H A HA T b− −= , 1 4 5 4

1 3D A A DT b− −= .

В результате этих преобразований получим уравнение для угла θ  
2 2 4 2 4sin cos ( ) sin cos ( )d H f D f

d
θ λ θ θ τ λ θ θ τ
τ

− −= − +   ,(6.1.20) 

где ( ) ( )0 1 exp( ) 1f Gτ λ λτ= + − −   .

Уравнение (6.1.20) было численно проинтегрировано для произво-

льных различных значений 0G , λ , H , D  и 0

4
πθ = рад. Графики из-
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менения угла θ  представлены на рис. 68-71. Рис. 68-70 соответствуют ди-
намически вытянутому телу, а рис. 71-73 − сплюснутому. 

 

               
                            Рис. 68                                                   Рис. 69 
 

Расчет кривых рис. 68 был проведен при различных значениях 
безразмерного кинетического момента в начальный момент времени 

0 3,2,0.1,1G =  для кривых 1−4 соответственно. Другие параметры имели 
единичные значения. Из рисунка видно, что характер поведения функции 

( )θ θ τ=  существенно зависит от величины параметра 0G . Функция яв-

ляется монотонно убывающей только в случае, когда параметр 0G  совпа-
дает с другими безразмерными коэффициентами, а во всех остальных рас-
четных случаях угол θ  сначала увеличивается, а затем убывает. При этом 
увеличение безразмерного кинетического момента приводит к большим 
градиентам возрастания сферического угла, а в момент остановки твердого 
тела значение угла θ  не достигает своего первоначального значения. 

На рис. 69 представлен результат численного интегрирования ура-
внения (6.1.20) при различных значениях безразмерного коэффициента для 
момента сил сопротивления среды. Кривая 2 − λ =10, кривая 3 − λ =1, кри-
вая 4 − λ =0.1, остальные параметры уравнения имеют единичные значе-
ния. Имеем, что чем больше безразмерный коэффициент для момента соп-
ротивления среды, то тем на меньший угол отклоняется ось твердого тела. 
При этом во всех трех расчетных случаях функция является монотонно 
убывающей. Кривая 1 рис. 69 показывает характер поведения функции 
сферического угла при увеличении безразмерного коэффициента момента 
сил вязкоупругого элемента. D =5 для кривой 1 и D =1 для кривой 3. Из 
рисунка видно, что при существенном влиянии момента сил вязкоупругого 
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элемента функция ( )θ θ τ=  становиться немонотонной, но во всех расчет
случаях рис. 69 функция стремится к некоторому предельному значению. 

 Рис. 70      Рис. 71 

Проведено численное исследование поведения функции ( )θ θ τ=  
для различных значений безразмерного коэффициента момента сил вязкой 
жидкости в полости: H = 0.1, 5, 1 для кривых 1 − 3 рис. 70 соответствен-
но. Видно, что наибольшее уменьшение сферического угла происходит в 
том случае, когда все безразмерные коэффициенты уравнения (6.1.20) 
имеют одинаковую единичную величину, а в других случае изменение 
угла незначительное, но характер поведения функции имеет разный вид. 
Если 1H < , то функция ( )θ θ τ=  монотонно убывает, а для − 1H >  воз-
растает. 

Проведено численное исследование характера поведения функции 
( )θ θ τ=  для динамически сплюснутого тела. На рис. 71 представлен ре-

зультат численного интегрирования уравнения (6.1.20) при различных вы-
ражениях безразмерного начального значения кинетического момента тве-
рдого тела: 0G =1, 0.1, 0.01, 1.5 для кривых 1 − 4 соответственно, все оста-
льные параметры уравнения имели единичные значения. Видно, что при 
единичном значении параметра 0G , совпадающем по величине с осталь-
ными параметрами уравнения, функция является возрастающей и имеет 
перегиб. В случае малого начального значения кинетического момента 

( )θ θ τ=  носит явно выраженный экспоненциальный характер. Самый
сложный вид функция имеет при значении параметра больше 1, в этом 
случае сферический угол изначально уменьшается, достигая некоторого 
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минимального значения, а затем плавно увеличивается до некоторого пре-
дельного значения, при котором происходит полное торможение тела. 

Кривые 2 − 4 рис.72 показывают зависимость сферического угла 
от безразмерного коэффициента сопротивления среды для динамически 
сплюснутого твердого тела. Коэффициент λ =0.1, 1, 10 для соответству-
ющих кривых. Во всех трех расчетных случаях функция ( )θ θ τ=  являет-
ся монотонно возрастающей. При изменении значения безразмерного  
коэффициента момента сил вязкоупругого элемента имеем, что для D
=0.1(кривая 1) наблюдается больший градиент возрастания функции 

( )θ θ τ=  изначально, а для D =5 функция сферического угла становится 
убывающей. 

 

              
                             Рис. 72                                                 Рис. 73 
 

На рис.73 представлен результат численного интегрирования при 
различных значениях безразмерного коэффициента момента сил вязкой 
жидкости в полости. H =5, 1, 0.1, 0.01 для кривых 1 − 4 соответственно, 
все остальные безразмерные коэффициенты имели единичное значение. 
Существенное увеличение сферического угла наблюдается при наиболь-
шем значении коэффициента H , при малых значениях − функция 

( )θ θ τ=  является монотонно убывающей. 
Таким образом, аналитически и численно исследована задача син-

теза оптимального по быстродействию торможения вращений динамиче-
ски симметричного квазитвердого тела в сопротивляющейся среде. В рам-
ках асимптотического подхода определены управление, время быстродей-
ствия (функция Беллмана) и сферический угол ( )θ τ , установлены каче-
ственные свойства оптимального движения. 
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§2. Оптимальная стабилизация вращений симметричного ги-
ростата с внутренними степенями свободы в среде с сопротивлением. 

1. Постановка задачи оптимального управления.
Ниже исследуется задача оптимального по быстродействию тор-

можения вращений динамически симметричного твердого тела со сфери-
ческой полостью, заполненной жидкостью большой вязкости. Кроме того, 
тело содержит подвижную массу, прикрепленную демпфером к точке на 
оси симметрии посредством упругой связи с квадратичной диссипацией. 
На твердое тело действует малый тормозящий момент сил линейного соп-
ротивления. Управление вращениями проводится с помощью момента сил, 
ограниченного по модулю. Рассматриваемая ниже модель обобщает исс-
ледованные ранее в работах [298, 299, 300, 301].  

На основе подхода [135, 223, 293] уравнения управляемых враще-
ний в проекциях на оси связанной с фиксированным твердым телом сис-
темы координат (уравнения Эйлера) могут быть представлены в виде [70, 
74, 135, 223, 293] 

( ) 2 6 2
1 3 1 1 ,pA p A A qr L FG qr Spr Qpr A pω λ⊥+ − = + + + −  

( ) 2 6 2
1 1 3 1 ,qA q A A pr L FG pr Sqr Qqr A qω λ⊥+ − = − + + −

   
(6.2.1) 

( )1 5 3 2 2
3 1 3 3 .rA r L A A Sr H p q r A rω λ−

⊥= − + + −  

Здесь p , q , r − проекции вектора абсолютной угловой скорости 
ω  на связанные оси, 1 1 3diag( , , )J A A A= − тензор инерции невозмущен-

ного тела, , ,p q rL − проекции вектора управляющего момента сил uL , кине-

тический момент тела J=G ω , его модуль 

( )
1

22 2 2 2 2
1 3G A p q A r = = + + G .

Как и в §4 главы 5 считается, что момент сил диссипации пропор-
ционален кинетическому моменту. 

Предполагается, что допустимые значения uL  ограничены сферой 
и заданы в виде (5.1.2). 

Введенные в (6.2.1) обозначения S , F , Q , H выражаются через 
параметры системы согласно (5.2.2) 

3 3 4 4
1 3S m d d A Aρ − −= ΛΩ , 2 2 3

1 3F m A Aρ − −= Ω , 1
3 11d A A−= − ,    (6.2.2) 

( )1 2
1 3 1 3Q P A A A Aβ υ− −= − , ( )1 1

1 3 1H P A A Aβ υ− −= − . 

231 



Итак, в квазистатическом приближении возмущающие моменты 
сил, обусловленные упругостью и квадратичным трением, являются мо-

номами компонент вектора ( ), , Tp q r=ω  четвертой и восьмой степеней 
соответственно. Момент сил со стороны вязкой жидкости определяется 
мономами компонент третьей степени от вектора ω . Математическая мо-
дель управляемых вращений квазитвердого тела построена в виде уравне-
ний Эйлера (6.2.1). 

Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений(6.1.3). 

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 

 
2. Решение задачи оптимального торможения. 
Отметим, что моменты сил, обусловленныевязкой жидкостью в 

полости, а также движением подвижной массы, соединенной с телом упру-
гой связью при наличии квадратичного трения, являются внутренними для 
фиктивного тела, а момент сил линейного сопротивления среды − внеш-
ним. 

На основе динамического программирования и неравенства 
Шварца синтез оптимального по быстродействию управления имеет вид 
[223]  

1
p

A pM b
G

= − , 1
q

A qM b
G

= − , 3
r

A rM b
G

= − , ( ),b b t G= .    (6.2.3) 

Здесь для упрощения полагаем ( ),b b t G= , 1 20 b b b< ≤ ≤ < ∞ . 
Домножим первое уравнение (6.2.1) на 1A p , второе – на 1A q , 

третье – на 3A r  и сложим. Получим скалярное уравнение, подлежащее 
интегрированию, и уравнение для T  

( ),G b t G Gλ= − − , 0
0( )G t G= , 0

0( , , ) 0G T t G = , ( )0
0 ,T T t G= , 

( ) ( ), ,V t G T t G= . 

В предположении ( )b b t=  получим решение и условие для T  

( )0

0

0 ( )( ) ( )
t

t t t

t

G t G e b e dλ λ ττ τ− − − −= − ∫ , 0

0

0 ( )
T

t

t

G e b e dλ λττ τ−= ∫ , ( )0
0 ,T T t G= .   

(6.2.4) 
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Здесь t  − текущее время процесса торможения, T − время быст-
родействия. 

При constb =  решение уравнения и краевой задачи (6.2.4) запи-
сывается следующим образом 

( )01( ) exp( )G t G b t bλ λ
λ
 = + − −  , 01 ln 1T G

b
λ

λ
 = + 
 

, 0 0t = .       (6.2.5) 

Далее детально анализируется случай (6.2.5). 

3. Анализ осевого вращения для управляемого движения тела.
Подстановка известного выражения для G (6.2.5) в третье уравне-

ние (6.2.1) приводит к нелинейному уравнению относительно r  следую-
щего вида  

( ) ( )
3

1 2 1 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2
1 3 3 1 3 3r r bG A A H G A r A A Sr G A rλ− − − − − = − + − − + −  



. 

(6.2.6) 
Заменой осевой составляющей вектора угловой скорости r GR= , 

где R − неизвестная функция, уравнение (6.2.6) приводится к виду, допус-
кающему разделение переменных и тривиальное интегрирование 

( ) ( )
3

2 1 2 2 2 2 2 7 5 2 2 2
1 3 3 1 3 31 1R A A HG R A R A A SG R A R− − − −= − − −



. (6.2.7) 

Вектор кинетического момента G  при проектировании на глав-
ные центральные оси инерции тела приводит к выражению 3 cosA r G θ= , 
где θ  − сферический угол. В результате для неизвестной R  получается 
соотношение 3 cosA R θ= . Уравнение (6.2.7) после перехода к неизвест-
ной θ  может быть записано в виде 

( ) 22 1 2 0
1 3 exp( ) sin cosA A H G b t bθ λ λ λ θ θ− − −  = − + − − + 



 

( ) 72 6 7 0 5 2
1 3 exp( ) cos sinA A S G b t bλ λ λ θ θ− − −  + + − −  , 0(0)θ θ= .    (6.2.8)

Без нарушения общности можно принять, что 0θ  (и θ ) принад-

лежит первой четверти ( 00 θ≤ , 2
πθ ≤ ). Если 0θ  принимает значения из

указанного промежутка, то сферический угол в процессе эволюции враще-

ний также не выйдет за его пределы, поскольку * 0, 2
πθ = − стационарные

точки уравнения (6.2.8) независимо от изменения G . 

233 



Исследуем поведение сферического углав малой полуокрестности 

стационарных точек: 0θ δθ= >  и , 02
πθ δθ δθ= + < . В первом случае 

( * 0θ = ) имеем  
 

( ) ( ) 22 1 2 0
1 3 exp( )

d
A A H G b t b

dt
δθ

λ λ λ δθ− − −  = − + − −  ,                        (6.2.9) 

( )( )0 exp K tδθ δθ= ,                                                                     (6.2.10) 

( ) ( )22 1 2 1 0
1 3

1( ) 1 exp( 2 )
2

K t A A H G b tλ λ λ λ− − − −= − + − − −
 

( )( )1 0 22 1 exp( )b G b t b tλ λ λ− − + − − +  . 

Из (6.2.10) следует, что с ростом t  при 3 1A A>  (сплюснутое тело) 
вариация δθ  монотонно убывает ( 0H− < ), а при 3 1A A<  (вытянутое те-
ло) – монотонно возрастает ( 0H− > ). 

Рассмотрим второй случай 2
πθ δθ= + , 0δθ <  ( *

2
πθ = ). Анало-

гично (6.2.9) имеем 
 
( ) ( ) 22 1 2 0

1 3 exp( )
d

A A H G b t b
dt
δθ

λ λ λ δθ− − −  = + − −  ,                 (6.2.11) 
 

( )( )0 exp K tδθ δθ= − .                                                                 (6.2.12) 
 

Из (6.2.12) следует, что при 1 3A A>  величина δθ  монотонно воз-
растает, а при 1 3A A< − монотонно убывает. Отметим, что в уравнение 
(6.2.11)  не входят слагаемые, обусловленные влиянием подвижной массы. 

При 1 3A A≈ , а также 0δθ  в окрестности стационарных точек мо-

гут быть применены методы возмущений, которые в данном случае приво-
дят к элементарным выражениям. Например, после первой итерации име-
ем выражение для θ  

( ) 0 ( )t S tθ θ= + .                                      (6.2.13) 
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( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 0 0 0
1 3

7 7 6 21 5
( ) sin cos

7 6 5
f t f t f t

S t A A B
λ λ λ

λ θ θ θ− − −
 

= − − + − 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 735 4 35 3 21 2
7

4 3 2
f t f t f t

f t b t
λ λ λ

λ λ


− + − + + +


( ) ( ) 2
5 5

2 2
2

f t f t
H b t

b b
λ λ

λ
 + − −  
 

, 

0 5 3 0 4 0
3( ) sin cosB A Sθ λ θ θ− −= , 

( ) ( ) ( )( )7 0 exp 1f t b b G t
βββλ λ βλ−= + − − , 1,2,...,7β = . 

Формула (6.2.13) позволяет провести анализ сферического угла с 
течением времени для различных значений параметров системы и началь-
ных данных. 

4. Анализ вращений тела в экваториальной плоскости.
Рассмотрим теперь изменение экваториальных составляющих пе-

ременных p , q  согласно первым двум уравнениям (6.2.1). Введем пере-
менную 1N Aω⊥= , имеющую смысл модуля указанных составляющих, 
характеризующую эти вращения. Умножая первое уравнение (6.2.1) на 

1
1A pN − , а второе − на 1

1A qN −  и складывая, получим для N  линейное од-
нородное уравнение 

( ) ( ) 2 ,N t N f t Nη= − + ( ) 0
0N t N= , 

( ) ( ) ( )1 2( )b tt A Qr t
G t

η λ−= − + , ( ) 0tη > , ( ) ( )2 6f t A Sr t−= .  (6.2.14)

Это уравнение Бернулли (см. [317] c.297). 
Интегрируя (6.2.14), находим 

( ) ( )
0

exp .
t

t

E t t dtη
 

=  
  
∫                                    (6.2.15)

С другой стороны, квадрат величины кинетического момента тела 
может быть представлен в виде 2 2 2 2

3G N A r= + . 

Отсюда легко получить выражение для N : ( )1/22 2 2
3N G A r= −

или, учитывая соотношение 3 cosA r G θ= , 
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sinN G θ= .                                 (6.2.16) 
При constb = с учетом (6.2.5) имеем 

( )01 exp( ) sinN G b t bλ λ θ
λ
 = + − −  .   (6.2.17) 

Численный анализ изменения угла θ  приведен в п.5. 
Используя известные выражения ( )G t  и ( )r t , приведем уравне-

ния для p , q  (6.2.1) к виду уравнений с переменными коэффициентами и 
определенной симметрией. Эти уравнения содержат только «гироскопиче-
ские» и «диссипативные» члены с коэффициентами ( )g t  и ( )tη  соответ-
ственно 

( ) ( ) ( ) ( )t f t N t g t Iη= − −  + N N N


, ( )1 1, TA p A q=N ,  

( ) ( )( )1 2
1 1 3 ( )g t A r t A A FG t−= − + .                    (6.2.18) 

Здесь I  − симплектическая единица, а «коэффициенты диссипа-
ции» ( )tη и ( )f t определены в (6.2.14). 

Уравнение (6.2.18) для N  интегрируется в явном виде. Полагая 
N=N n , где ( )t=n n  − орт вектора N , получим для неизвестной n  ура-

внение gI=n n . Начальное значение ( ) 00 =n n , 0 1=n  определяется 

условием 0 0 0N=N n . Отметим, что ( ) 1t ≡n  для всех [ ]00,t T∈ . Введем 

аргумент σ  так, чтобы I′ =n n ; в этом случае получим (5.1.21). 
Таким образом, прецессионные вращения твердого тела (относи-

тельно оси в экваториальной плоскости) полностью определены согласно 
(6.2.15), (5.1.21). 

 
5. Численный анализ и выводы. 
Обратимся вновь к задаче определения угла ( )tθ  в частномслучае 

constb =  согласно (6.2.8). Проведем обезразмеривание уравнения (6.2.8). 
Введем обозначения 

t
T

τ = , Tλ λ= , 
0

0 GG
bT

= , 2 1 3 2
1 3H A HA T b− −= ,  2 6 8 7

1 3S A A ST b− −= . 

В результате этих преобразований получим уравнение для угла θ  
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( ) ( )2 2 7 7 5 2sin cos cos sind H f S f
d
θ λ τ θ θ λ τ θ θ
τ

− −= − +   ,       (6.2.19) 

где ( ) ( )0 1 exp( ) 1f Gτ λ λτ= + − −   .

Уравнения (5.3.18) было численно проинтегрированы для произ-

вольных различных значений 0G , λ , H , S  и 0

4
πθ = рад. Графики

изменения угла θ  представлены на рис.74 − 77. Рис.74, 75 соответствуют 
динамически вытянутому телу, а рис. 76, 77 − сплюснутому. 

На рис. 74 исследуется характер поведения функции ( )θ θ τ=  
при различных значениях безразмерного коэффициента кинетического 
момента тела в начальный момент времени и при различных значениях 
безразмерного коэффициента момента сил сопротивления. Кривые 2, 3, 5 
соответствуют значениям 0G =0.1, 1, 1.5, при этом все остальные безраз-
мерные коэффициенты равны единице. Видно, что характер поведения 
функции сферического угла зависит от порядка величины 0G . Если 0G  на 
порядок меньше единицы, то функция 0G имеет немонотонный характер, 
при этом само изменение сферического угла весьма незначительно. При 
значениях порядка 1 и выше, функция ( )θ θ τ=  является монотонно убы-

вающей при этом, чем больше значение 0G , тем с большим градиентом 
происходит убывание. В этих расчетных случаях θ  стремится к некото-
рому предельному значению.  

 Рис. 74        Рис. 75 
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Расчет проводился для  различных значений λ =0.1, 1, 10 – кри-
вые 4, 3, 1 рис. 74 соответственно, при единичных значениях остальных 
безразмерных параметров уравнения (6.2.19). Характер поведения функ-
ции ( )θ θ τ=  остается монотонным во всех расчетных случаях, а преде-
льное значение тем больше, чем меньше коэффициент сопротивления сре-
ды, что вполне согласуется с физической постановкой задачи. 

Численный расчет показал, что характер поведения функция 
( )θ θ τ=  остается одинаковым при различных значениях безразмерного 

коэффициента момента сил подвижной массы. Это видно из рис. 75 для 
кривых 3 − 5, которые получены для S = 0.1, 1, 5 соответственно. При рас-
чете все остальные безразмерные коэффициенты моментов сил равны 1.  

На рис. 75 также представлен результат численного интегрирова-
ния уравнения (6.2.19) для различных значений безразмерного коэффици-
ента момента сил вязкой жидкости в полости твердого тела. Для H = 0.01, 
0.1, 1 получены кривые 1, 2, 4 соответственно. Во всех расчетных случаях 
функция ( )θ θ τ=  является монотонно убывающей и стремящейся к не-
которому предельному значению сферического угла. Следует отметить, 
что при увеличении безразмерной величины H  наблюдается более значи-
тельное уменьшение угла θ  и его стремление к нулевому значению. 

 

                 
 
                             Рис. 76                                                   Рис. 77 
 

Проведено численное интегрирование уравнения (6.2.19) для ди-
намически сплюснутого тела при различных значениях безразмерного па-
раметра 0G . Результат расчета приведен на рис. 76, значения 0G =1.5, 1, 
0.1, 1.75 соответствуют кривым 1−4. Видно, что функция ( )θ θ τ=  имеет 
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монотонный характер для значений 0G  меньших или равных единице. 
При значениях больших единицы сферический угол сначала уменьшается, 
а затем увеличивается до некоторого предельного значения, при котором 
происходит полное торможение твердого тела. 

На рис.77 представлен результат численного интегрирования при 
различных значениях безразмерных коэффициентов моментов сил сопро-
тивления среды и подвижной массы. Кривая 1 соответствует значениям 

0G = H = S =1, λ =0.1, кривая 2 − S = H =λ = 0G =1, кривая 3 − 0G =λ =
H =1, S =5, кривая 4 − S = H = 0G =1, λ =10. Видно, что характер поведе-
ния функции аналогичен во всех расчетных случаях. Ось тела достигает 
предельного положения меньше чем за половину времени торможения. 

Таким образом, аналитически и численно исследована задача син-
теза оптимального по быстродействию торможения вращений динамиче-
ски симметричного квазитвердого тела в сопротивляющейся среде. В рам-
ках асимптотического подхода определены управление, время быстродей-
ствия (функция Беллмана) и сферический угол ( )θ τ , установлены каче-
ственные свойства оптимального движения. 

§3. Оптимальное торможение вращений динамически несим-
метричного тела в среде с сопротивлением. 

1. Постановка задачи оптимального управления.
На основе подхода [223] уравнения управляемых вращений в про-

екциях на оси связанной с фиксированным твердым телом системы коор-
динат (уравнения Эйлера) могут быть записаны в виде [70, 74, 223] 

[ ]J J Jλ+ × = −ω ω ω M ω ,       (6.3.1) 

Здесь ( ), ,p q r=ω – вектор абсолютной угловой скорости,

1 2 3diag( , , )J A A A= − тензор инерции невозмущенного тела, M − вектор 
управляющего момента сил, кинетический момент тела J=G ω , его мо-

дуль 
1

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3G A p A q A r = = + + G .

Как и в §4 главы 5 считается, что момент сил диссипации пропор-
ционален кинетическому моменту.Предполагается, что допустимые значе-
ния M  ограничены сферой и заданы в виде (5.1.2). 

Тормозящий момент сопротивления является линейным относите-
льно угловой скорости возмущением. Математическая модель управляе-
мых вращений твердого тела построена в виде уравнений Эйлера (6.3.1). 
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Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений (5.1.6). Решение задачи (6.3.1), (5.1.6) строится в точной поста-
новке без предположения о малости различных параметров. 

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана задачи ( , )V T t= ω . 

 
2. Решение задачи оптимального торможения. 
Решим задачу синтеза оптимального управления в упрощеннойпо-

становке. На основе динамического программирования и неравенства 
Шварца синтез оптимального по быстродействию управления имеет вид 
[223]  

1
p

A pM b
G

= − , 2
q

A qM b
G

= − , 3
r

A rM b
G

= − , ( ),b b t G= .      (6.3.2) 

Здесь для упрощения полагаем ( ),b b t G= , 1 20 b b b< ≤ ≤ < ∞ . 
Домножим первое уравнение (6.3.1) на 1A p , второе – на 2A q , 

третье – на 3A r  и сложим. Получим скалярное уравнение, подлежащее 
интегрированию, и уравнение для T  

( ),G b t G Gλ= − − , 0
0( )G t G= , 0

0( , , ) 0G T t G = , ( )0
0 ,T T t G= ,     (6.3.3) 

( ) ( ), ,V t G T t G= . 

В предположении ( )b b t= , т.е. функция ( )b t  не зависит от мо-
дуля G  получим решение и условие для T  

( )0

0

0 ( )( ) ( )
t

t t t

t

G t G e b e dλ λ ττ τ− − − −= − ∫ , 0

0

0 ( )
T

t

t

G e b e dλ λττ τ−= ∫ , ( )0
0 ,T T t G= . 

(6.3.4) 
Решение всегда существует, что приводит к построению решения 

задачи оптимального торможения в форме синтеза. Здесь t  − текущее 
время процесса торможения, T − время быстродействия. При constb =  
решение уравнения (6.3.3) для G  и краевой задачи (6.3.4) записывется 
следующим образом 

( )01( ) exp( )G t G b t bλ λ
λ
 = + − −  , 01 ln 1T G

b
λ

λ
 = + 
 

, 0 0t = .    (6.3.5) 
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Далее подробно анализируется случай (6.3.5).Домножим первое 
уравнение (6.3.1) на p , второе – на q , третье – на r  и сложим. Получим 
выражение для производной от кинетической энергии H  

2 2bHH H
G

λ= − − , ( )2 2 2
1 2 3

1
2

H A p A q A r= + + .     (6.3.6) 

Поскольку функция ( )G t  известна, то уравнение (6.3.6) допускает полное
интегрирование 

( ) ( )
20 0 2 2 0 expH H G G b t bλ λ λ− −  = + − −  .  (6.3.7) 

Примем для определенности, что 1 2 3A A A> > . Рассмотрим сначала дви-

жение при условии 2
1 22 2HA G HA≥ > , соответствующем траекториям, 

охватывающим ось наибольшего момента инерции 1Oz . Введем функцию 
k , имеющую смысл модуля эллиптических функций [305] 

( )( )
( )( )

2
2 3 12

2
1 2 3

2

2

A A HA G
k

A A G HA

− −
=

− −
( )20 1k≤ ≤   (6.3.8) 

и однозначно связанную с кинетической энергией H  и величиной кине-
тического момента G . Значение 0k =  соответствует вращению вокруг 
оси 1Oz , а 1k =  - движению по сепаратрисе. При помощи формул (6.3.8), 

(6.3.1), (6.3.2), (6.3.5), (6.3.7) получим выражение для производной 2k  

( ) ( )
( ) ( )

( )
02

2 4
0

2 exp

exp

G b tdk k k
dt G b t b

λ λ
α δ γ

σ λ λ

+ −
= + +

 + − − 
, ( ) ( )22 00k k= .(6.3.9)

( )( )( )1
1 2 2 3 1 3A A A A A Aσ λ−= − − − ,

( ) ( )
2

2 0 0
1 2 3 11 2A A A A H Gα

− = − − 
 

, 

( ) ( ) ( )
2

0 0
1 2 2 3 1 3 1 34A A A A A A A A H Gδ

− = − − + − 
 

, 

( ) ( )
2

2 0 0
3 1 2 31 2A A A A H Gγ

− = − − 
 

. 

Стационарные точки 2k∗  соответствуют положительным корням уравне-
ния 2 0z zα δ γ+ + = , 2z k= . 
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Разделяя переменные и интегрируя уравнение (6.3.9), получим не-
явную зависимость 2k  от времени t  

( ) ( ) ( )
2 40
2

2 exp 4 exp
2

tk t G b t b
k

λδ γ λ λ λ
δ γ
+ − −∆  = + − − + + −∆

,   (6.3.10) 

где ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3 1 3A A A A A A∆ = − − − − . 

Формула (6.3.10) связывает переменные 2k  и t ; она элементарно 
разрешима относительно 2k . 

 
3. Построение оптимального управляемого движения. 
Приведем решение системы (6.3.1) другим способом. Система 

(6.3.1) в векторном виде записывается следующим образом 
λ+ × = −L ω L M L , =L Jω .                    (6.3.11) 

Здесь L − вектор кинетического момента, ω − вектор угловой 
скорости, ( )1 2 3diag , ,J A A A= − тензор инерции тела. 
Обозначим  

1xL A p= , 2yL A q= , 3zL A r= .                   (6.3.12) 
Тогда  

1xL A p=  , 2yL A q=  , 3zL A r=  ,                   (6.3.13) 

где xL , yL , zL − проекции вектора L  на оси связанной системы коорди-

нат Oxyz .Систему (6.3.11) с учетом (6.3.12), (6.3.13) можно записать сле-
дующим образом 

1J b
G

λ− + × = − − 
LL L L L .                    (6.3.14) 

Проведем в (6.3.14) замену G=L l , где G − величина кинетичес-
кого момента, l − орт вектора L . Учитывая, что G b Gλ= − − , получим 

0(0) =L L , ( ) 0T =L , G G= +L l l  .                (6.3.15) 

Подстановка формулы (6.3.15) в (6.3.14) с учетом равенства G b Gλ= − −  
дает 

1 1 0G J− − + × = l l l .                           (6.3.16) 

Выполним замену аргумента t на τ . Из (6.3.16) окончательно следует 
1 0J −′  + × = l l l , ( )d G t dtτ = , ( ) 0 00l L G= .      (6.3.17) 
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Введем обозначения 
1J −=K l .             (6.3.18) 

Подставляя (6.3.18) в (6.3.17) получим систему уравнений, анало-
гичную системе уравнений в случае Эйлера для свободного твердого тела: 

[ ] 0J J′ + × =K K K .                            (6.3.19)
Оно может быть полностью проинтегрировано. Для сравнения приведем 
формулы. 

Для этого умножим скалярно уравнение (6.3.19) на K , результа-
том чего будет уравнение: 

( ), 0J ′ =K K .                               (6.3.20)
Интегрируя это уравнение, получим выражение, аналогичное выражению 
для кинетической энергии [320] 

( )1 , const
2kH J= =K K .           (6.3.21) 

Умножим теперь уравнение (6.3.19) скалярно на l .Имеем соотношение: 
( ) 2, 1kJ J G= =K K ,             (6.3.22) 

где kG − величина вектора l кинетического момента. 

Выразим из (6.3.21) и (6.3.22) величины 2
xk  и 2

zk  через 2
yk , 1A , 2A , 

3A , kH , kG

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
3 2 3 2

1 3 1

2 2 2
1 2 2 1

3 3 1

1 2 ,

1 2 .

x k k y

z k k y

k H A G A A A k
A A A

k G H A A A A k
A A A

 = − − − −

 = − − − −

(6.3.23) 

Определяемые из (6.3.23) значения xk , zk  подставим во второе уравнение 

системы (6.3.19). Получим дифференциальное уравнение для yk  с разде-
ляющимися переменными 

( ) ( )
1

22 2
3 2 3 2

2 1 3

1 2y
k k y

dk
H A G A A A k

d A A Aτ
 = ± − − − ×  (6.3.24)

( ) ( )
1

22 2
1 2 2 12k k yG H A A A A k × − − −  .

Если уравнение (6.3.20) проинтегрировано, то функции xk , zk
найдутся из равенств (6.3.23). При этом при извлечении квадратных кор-
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ней перед радикалами возможны два знака: плюс или минус. Конкретный 
выбор этих знаков делается при помощи уравнений (6.3.19). 

Выделим два случая, соответствующих различным соотношениям 
между постоянными kH  и kG . Будем, для определенности считать, что 

1 2 3A A A> > . 

Рассмотрим случай 2
1 22 2k k kH A G H A≥ > , при котором величина 

xk во все время движения отлична от нуля. 
Для интегрирования уравнения (6.3.24) сделаем замены перемен-

ных 

( )
2

1

2 1 2

2 sink k
y

H A Gk
A A A

ς
−

= ±
−

, 
( )( )2

1 2 3

1 2 3

2k kA A G H A
t

A A A
τ

− −
′ =

      
(6.3.25) 

 
и введем положительный параметр 20 1k≤ <  согласно формуле 

( )( )
( )( )

2
2 3 12

2
1 2 3

2

2
k k

k k

A A H A G
k

A A G H A

− −
=

− −
. 

В новых переменных уравнение (6.3.24) запишется в виде 
2 21 sind k

d
ς ς
τ

= −
′

. 

Пусть при 0t =  компонента 0yk = ; тогда amς τ ′= , где am − 

эллиптическая амплитуда по модулю k . Решение уравнений Эйлера 
(6.3.19) в рассматриваемом случае записывается через эллиптические фун-
кции Якоби dn , sn , cn (см. [308]) в виде: 

( ) ( )
2

3

1 1 3

2 dn ;k k
x

G H Ak k
A A A

τ
− ′=

−
, 

( ) ( )
2

1

2 1 2

2 sn ;k k
y

H A Gk k
A A A

τ
− ′= ±
−

, 

( ) ( )
2

1

3 1 3

2 cn ;k k
z

H A Gk k
A A A

τ
− ′=
−

 .                         (6.3.26) 

Учитывая, что G=l L , а также формулы (6.3.18) и (6.3.12), получим 

( ) ( )
2

3

1 1 3

2 dn ;k k
k

G H Ap G k
A A A

τ
− ′=

−
, 

( ) ( )
2

1

2 1 2

2 sn ;k k
k

H A Gq G k
A A A

τ
− ′= ±
−

, 
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( ) ( )
2

1

3 1 3

2 cn ;k k
k

H A Gr G k
A A A

τ
− ′=
−

 .         (6.3.27) 

Перейдем с сферическим углам θ  и ϕ , характеризующим проек-
ции вектора кинетического момента L  на оси системы координат, связан-
ные с телом. Проекции вектора ω  на оси , ,Ox Oy Oz  равны 

1

sin sinkGp
A

θ ϕ= , 
2

sin coskGq
A

θ ϕ= , 
3

coskGr
A

θ= .    (6.3.28) 

Тогда подставляя (6.3.28) в (6.3.27) получим 

( )
( ) ( )

2
1 3

1 3

2
sin sin dn ;k kA G H A

k
A A

θ ϕ τ
−

′=
−

,

( )
( ) ( )

2
2 1

1 2

2
sin cos sn ;k kA H A G

k
A A

θ ϕ τ
−

′= ±
−

, 

( )
( ) ( )

2
3 1

1 3

2
cos cn ;k kA H A G

k
A A

θ τ
−

′=
−

 .                     (6.3.29) 

Теперь проанализируем вариант 2
2 32 2k k kH A G H A> ≥ . В этом 

случае величина zk во все время движения отлична от нуля.Сделаем заме-
ны переменных: 

( )
2

3

2 2 3

2 sink k
y

G H Ak
A A A

ς
−

= ±
−

, 
( )( )2

2 3 1

1 2 3

2 k kA A H A G
t

A A A
τ

− −
′ = . 

Если ввести параметр 20 1k≤ <  по формуле 

( )( )
( )( )

2
1 2 32

2
2 3 1

2

2
k k

k k

A A G H A
k

A A H A G

− −
=

− −
, 

то уравнение (6.3.24) примет вид 
2 21 sind k

d
ς ς
τ

= −
′

. 

Допустим, что при 0t =  компонента 0yk = . Тогда решение 
(6.3.19) будет иметь вид 
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( ) ( )
2

3

1 1 3

2 cn ;k k
x

G H Ak k
A A A

τ
− ′=

−
 , 

( ) ( )
2

3

2 2 3

2 sn ;k k
y

G H Ak k
A A A

τ
− ′= ±

−
, 

( ) ( )
2

1

3 1 3

2 dn ;k k
z

H A Gk k
A A A

τ
− ′=
−

.                           (6.3.30) 

Учитывая, что G=l L , формулы (6.3.17), (6.3.12) и (6.3.27) получим 

( )
( ) ( )

2
1 3

1 3

2
sin sin cn ;k kA G H A

k
A A

θ ϕ τ
−

′=
−

 ,

( )
( ) ( )

2
2 3

2 3

2
sin cos sn ;k kA G H A

k
A A

θ ϕ τ
−

′= ±
−

, 

( )
( ) ( )

2
3 1

1 3

2
cos dn ;k kA H A G

k
A A

θ τ
−

′=
−

.                         (6.3.31) 

Здесь одновременно берутся либо только верхние, либо только 
нижние знаки.Заметим, что в двух рассмотренных случаях величины xk , 

yk , zk − периодические функции времени, поэтому полодии представляют 
собой замкнутые кривые.  

Таким образом, исследована задача синтеза оптимального по быс-
тродействию торможения вращений динамически несимметричного тела в 
сопротивляющейся среде. Определены управление и время быстродейст-
вия (функция Беллмана). Управляемое движение представляет собой дви-
жение типа Эйлера-Пуансо с изменяющейся по времени согласно форму-
лам (6.3.4), (6.3.5) величиной кинетического момента тела kG . Отметим, 
что изложенный выше подход был развит в [223] на основе теории [162, 
213, 322], разработанной для управляемых систем с инвариантной нормой. 

 
§4. Оптимальное торможение вращений несимметричного те-

ла с полостью, заполненной вязкой жидкостью, в сопротивляющейся 
среде. 

 
1. Постановка задачи.Рассматривается динамически несиммет-

ричное твердое тело, моменты инерции которого для определенности удо-
влетворяют неравенству 1 2 3A A A> > . На основе подхода [223] уравнения 
управляемых вращений в проекциях на оси, связанной с твердым телом 
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системы координат (уравнения Эйлера) могут быть представлены в виде 
[70, 74, 135, 223] 

[ ] u r cJ J+ × = + +ω ω ω M M M .    (6.4.1) 
Здесь ( , , )p q r=ω − вектор абсолютной угловой скорости; 

1 2 3J diag( , , )A A A=  − тензор инерции тела, uM  − вектор управляющего 

момента сил; rM − момент сил диссипации; cM − момент сил вязкой жи-
дкости в полости тела. 

Кинетический момент тела определяется стандартным образом 
J=G ω , ( )1 2 3, ,G G G=G , 1 1G A p= , 2 2G A q= , 3 3G A r= , 

где ( )
1

2 2 2 2
1 2 3G G G G= = + +G  его величина. 

Для упрощения задачи в систему (6.4.1) далее вносятся структур-
ные ограничения, в частности, предполагается, что допустимые значения 
момента управляющих сил uM  принадлежит шару [223]. Это допущение 
не противоречит распределению масс и форме твердого тела и часто при-
меняется в исследованиях задач управления ориентацией. 

Считается также, что диагональный тензор момента сил внешнего 
сопротивления пропорционален тензору момента сил инерции, т.е. момент 
сил диссипации пропорционален кинетическому моменту 

r Jλ= −M ω .                                           (6.4.2) 
Здесь λ  − некоторый постоянный коэффициент пропорциональ-

ности, зависящий от свойств среды. Сопротивление, действующее на тело, 
представлено парой приложенных сил. При этом, проекции момента этой 
пары на главные оси инерции тела являются величинами 1A pλ , 2A qλ , 

3A rλ [70, 74]. Такое предположение не является противоречивым. 
Далее предполагается, что в полости находится жидкость большой 

вязкости, т.е. 1ϑ >>  ( 1 ~ 1ϑ ε−
 ). Форма полости считается близкой к 

сферической, тогда, следуя [135], для тензора вязких сил P  имеем выра-
жение 

diag(1,1,1)P=P , 
78

525
aP πρ
ϑ

= .   (6.4.3) 

Здесь ρ , ϑ − плотность и кинематический коэффициент вязкости 
жидкости в полости соответственно, a − радиус полости. 

Тензор P , зависящий только от формы полости, характеризует
внутренний диссипативный момент сил в квазистатическом приближении, 
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обусловленный вязкой жидкостью в полости. Для простоты в уравнениях 
(6.4.1) рассмотрен так называемый скалярный тензор, определенный одной 
скалярной величиной 0P > . Компоненты этого тензора имеют вид 

ij ijP Pδ= , где ijδ − символы Кронекера (такой вид тензор P  имеет, на-
пример, в случае сферической полости). Если форма полости существенно 
отличается от сферической, то определение компонент тензора представ-
ляет значительные вычислительные трудности. 

Предполагается, что допустимые значения момента управляющих 
сил uM  ограничены сферой  

u b=M u , 1≤u ; ( , )b b t= G , *
*0 b b b< ≤ < < ∞ ,        (6.4.4) 

где b  − скалярная функция, ограниченная в рассматриваемой области из-
менения аргументов t , G  согласно условиям (6.4.4). Эта область опреде-
ляется априори или может быть оценена через начальные данные для G , 

0
0( )t =G G . Далее полагаем, что ( , )b b t= G (либо ( )b b t= или constb = ). 

На основе динамического программирования и неравенства Шва-
рца при упрощающем условии на коэффициент b  синтез оптимального по 
быстродействию управления имеет вид [223] 

1
p

A pM b
G

= − , 2
q

A qM b
G

= − , 3
r

A rM b
G

= − , ( ,G)b b t= . (6.4.5) 

Момент сил вязкой жидкости в полости cM  с учетом внешних 
силовых факторов согласно [135] определяется следующим образом 

1

2

3

c

m
P m

m

ρ
ν

 
 =  
 
 

M ,                                           (6.4.6) 

2
2

1 2

2b bm p p
GG
λλ

 
= + + + 

   

( ) ( )2 233
3 2 31 32 322

1 33

1 3
1
Gb qr A A q Gr

A G
α

λ α α α
α

  + + − + + − +   −     
2 2

2 1 2 2 3 1 3 1 3 3 2 1
1 2 3

( )( ) ( )( )p q A A A A A A r A A A A A A
A A A

 + − − + + − − +  . 

Выражения для 2m , 3m  получаются из 1m  в (6.4.6) циклической 
перестановкой величин 1A , 2A , 3A  и p , q , r . При этом, коэффициенты 
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2
2

2

b
G

λ + , 
b
G

λ + , 
2 b
G
λ

 в ( 1,2,3)im i =  остаются неизменными, а слагае-

мые, содержащие 31α , 32α , 2 2
31 32α α+  имеют похожий вид. Направляющие 

косинусы ijα  выражаются через углы Эйлера φ, ψ, θ по известным форму-
лам [25]. 

Без учета влияния uM  и rM  на cM  с точностью до величины 
первого порядка малости ε момент сил вязкой жидкости в полости имеет 
вид 

1 2 3

c P
A A A

= ×M     (6.4.7) 

2 2
2 1 2 2 3 1 3 1 3 3 2 1

2 2
3 2 3 3 1 2 1 1 2 3 1 2

2 2
1 3 1 1 2 3 2 2 3 1 2 3

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) .

( )( ) ( )( )

p q A A A A A A r A A A A A A

q r A A A A A A p A A A A A A

r p A A A A A A q A A A A A A

  − − + + − − +  
  × − − + + − − −  
  − − + + − − −  

 

Ограничимся указанным выражением в первом приближении. 
Упрощенные на основе выражения (6.4.7) уравнения управляемого движе-
ния (6.4.1) в проекциях на главные центральные оси инерции имеет вид 

( ) 1
1 3 2 1

A p
A p A A qr b A p

G
λ+ − = − − +

2 2
2 1 2 2 3 1 3 1 3 3 2 1

1 2 3

( )( ) ( )( ) ,P p q A A A A A A r A A A A A A
A A A


+ − − + + − − + 



( ) 2
2 1 3 2

A q
A q A A pr b A q

G
λ+ − = − − + (6.4.8) 

2 2
3 2 3 3 1 2 1 2 1 1 3 2

1 2 3

( )( ) ( )( ) ,P q r A A A A A A p A A A A A A
A A A


+ − − + + − − + 



( ) 3
3 2 1 3

A r
A r A A pq b A r

G
λ+ − = − − +

2 2
1 3 1 1 2 3 2 3 2 2 1 3

1 2 3

( )( ) ( )( ) .P r p A A A A A A q A A A A A A
A A A


+ − − + + − − + 


Кинематические соотношения не выписываем, так как уравнения (6.4.8) 
образуют замкнутую систему. Уравнения (6.4.8) подвергаются дальней-
шему анализу.  
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Ставится задача оптимального по быстродействию торможения 
вращений  

0
0( )t =ω ω , ( ) 0T =ω , minT → u , 1≤u .              (6.4.9) 

Требуется найти оптимальный закон управления в виде синтеза 
( , )u u t= ω , соответствующую ему траекторию 0

0( , , )t tω ω  и время быст-

родействия 0
0( , )T T t= ω , а также функцию Беллмана ( , )W T t= ω . На-

помним, что в выражении b  в (6.4.4) полагается далее ( , )b b t G=  (либо 
( )b b t=  или constb = ). 

 
2. Решение задачи оптимального торможения. Отметим, что 

момент сил, обусловленный вязкой жидкостью в полости, являются внут-
ренним,  а момент сил линейного сопротивления среды − внешним. Дом-
ножим первое уравнение (6.4.8) на 1G , второе – на 2G , третье – на 3G  и 
сложим (скалярное умножение ⋅G G ). Получим скалярное уравнение, по-
длежащее интегрированию,  

( ),G b t G Gλ= − − , 0
0( )G t G= , 0( ) 0G t = , ( )0

0 ,T T t G= , 

( ) ( ), ,W t G T t G= .                                   (6.4.10) 
Напомним, что J=G ω . 
В общем случае для произвольной функции ( ,G)b b t=  в (6.4.10) 

аналитическое интегрирование задачи Коши затруднительно: возможно ее 
численное решение. Из уравнений (6.4.10) следует, что эволюция величи-
ны кинетического момента G  происходит под влиянием управляющего 
момента и сопротивления среды. Внутренний момент сил вязкой жидкости 
в полости влияния не оказывает. 

В предположении ( )b b t= , т.е. функция ( )b t  не зависит от мо-
дуля G , приходим к решению краевой задачи (6.4.9) 

( )( ) ( )
0

0
0( ) exp ( )exp ( )

t

t

G t G t t b t dλ τ λ τ τ= − − − − −∫ ,    (6.4.11) 

где ( ) ( )
0

0
0exp ( )exp

T

t

G t b dλ τ λτ τ= − ∫ . 

Решение всегда существует, что приводит к построению решения 
задачи оптимального быстродействия в форме синтеза. Здесь t  − текущее 
время процесса торможения, T − время быстродействия. 
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При constb =  и 0 0t =  решения уравнения (6.4.10) и краевой за-
дачи (6.4.11) записываются следующим образом: 

( )01( ) exp( )G t G b t bλ λ
λ
 = + − −  , 01 ln( 1)T G

b
λ

λ
= + .      (6.4.12) 

Далее детально анализируется случай (6.4.12). Домножим первое 
уравнение (6.4.8) на p , второе – на q , третье – на r  и сложим. В резуль-
тате имеем выражение для производной от кинетической энергии H  

( ) ( )22 2
1 2 3 1 22

1 2 3

2 2bH PH H p q A A A A A
G A A A

λ = − − + − − − +
  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
1 3 2 1 3 2 3 1 2 3p r A A A A A q r A A A A A + − − − + − − −  .  (6.4.13)

Рассмотрим невозмущенное движение ( 0b λ ε= = = ). Напомним, 
что в полости находится жидкость большой вязкости и 1 ~ 1ϑ ε−

 , где ϑ
− кинематический коэффициент вязкости. При отсутствии возмущений  
вращение твердого тела является движением Эйлера-Пуансо. Переменные 
G , H  становятся постоянными, а ϕ , ψ , θ – некоторые функции време-
ни t . Медленными переменными в возмущенном движении будут G , H , 
а быстрыми – углы Эйлераϕ , ψ , θ . 

Рассмотрим движение при условии 2
1 22 2HA G HA≥ > , соответс-

твующем траекториям вектора кинетического момента, охватывающим 
ось наибольшего момента инерции 1Oz . Введем величину 

( )( )
( )( ) ( )

2
2 3 12 2

2
1 2 3

2
0 1

2

A A HA G
k k

A A G HA

− −
= ≤ ≤

− −
,       (6.4.14) 

представляющую собой в невозмущенном движении постоянную − модуль 
эллиптических функций, описывающих это движение, однозначно связан-
ный с величиной кинетического момента G  и кинетической энергей H . 

Для построения усредненной системы первого приближения подс-
тавим функции p , q , r из невозмущенного движения Эйлера-Пуансо 
[305] в правую часть уравнения (6.4.14) и проведем усреднение по периоду 
движения Эйлера-Пуансо. При этом для медленных переменных G , H  
сохраняются прежние обозначения. В результате получим 

2
1 3 1 2 2 3

2 2 2 2
1 2 3

4 ( )( )( )2 2
3 ( )

PH A A A A A AdH bH H
dt G A A A S k

λ
− − −

= − − − × (6.4.15) 
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{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k U k × − + − − +   

2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k U k k + − + − − + +   

}2 2
3 1 2 1 2 3( )( ) (1 2 ) ( )A A A A A A k U k k + − + − − +  , 

где 
( )( ) 1
( )

E kU k
K k

= − , ( ) 22 2
2 3 1 2( )S k A A A A k = − + −  , 

( )( ) 1
( )

E kV k
K k

= +  

Здесь ( )K k  и ( )E k − полные эллиптические интегралы первого и второго 
рода соответственно [308]. Из уравнения (6.4.15) следует, что под влияни-
ем сопротивления среды и момента  сил вязкой жидкости в полости тела, а 
также управляющего момента происходит эволюция  кинетической энер-
гии тела H . Выражение, стоящее в фигурных скобках в правой части ура-
внения (6.4.15) положительно (при 1 2 3A A A> > ), так как справедливы не-

равенства 2(1 )k K E K− ≤ ≤ [308]. Поэтому / 0dH dt <  поскольку 

0H > , т.е. переменная H  строго убывает для любых 2 [0,1]k ∈ . Заме-
тим, что уравнение (6.4.15) при 0G →  обладает существенной особенно-
стью. 

Дифференцируя выражение для 2k  (6.4.14) с учетом (6.4.15), по-
лучим дифференциальное уравнение следующего вида 

( ) ( )22
1 3 2 1 3 2 1 3

2 2 2
1 2 3

2

3

PG A A A A A A A Adk
dt A A A

−  + − +  = ×
                        

(6.4.16) 

2 2 ( )(1 )(1 ) [(1 ) (1 ) ]
( )

E kk k
K k

χ χ χ
 

× − − − − + + 
 

,
 

где 
2 2

2 1 3 2 1 3

1 3 2 1 3 2 1 3

3 [( ) ( )]
( )[ ( ) 2 ]

A A A A A A
A A A A A A A A

χ
+ − +

=
− + − +

.  

Уравнения (6.4.15), (6.4.16) получены в предположении, что b, λ, 
1 ~ 1ϑ ε−

  методом усреднения. Это соответствует тому, что кинетиче-
ская энергия вращения тела много больше величины управляющего векто-
ра, сопротивление среды предполагается слабым порядка малости ε , по-
лость заполнена жидкостью большой вязкости. 

Значению 2 1k =  отвечает равенство 2
22HA G= , что соответствует 

сепаратрисе для движения Эйлера−Пуансо. Уравнение (6.4.16) описывает 
усредненное движение конца вектора кинетического момента G  на сфере 
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радиуса G . Отметим, что на эволюцию 2k  оказывает влияние только 
момент сил вязкой жидкости в полости и в силу того, что это уравнение 
интегрируется самостоятельно, происходит частичное разделение влияния 
момента сил вязкой жидкости в полости, а также управляющего момента и 
момента сопротивления. Анализ уравнения (6.4.16) свидетельствует об от-
сутствии стационарных значений k , кроме 0k = и 1k = . 

3. Численный расчет.Проведем обезразмеривание уравнений
(6.4.15), (6.4.16) и дифференциального уравнения изменения кинетическо-
го момента при constb = . В качестве характерных параметров задачи во-
зьмем значение кинетического момента в начальный момент времени 

0 0( )G G t=  и время быстродействия T  (6.4.12)  

0

GG
G

= , 
tt
T

= . 

Значение безразмерной кинетической энергии вводится следую-
щим образом [135] 

1
2
0

2HAH
G

= . 

Получим безразмерную систему следующего вида: 

0

dG b G T
dt G

λ
 

= − + 
 







, 

2 2 ( )(1 )(1 ) [(1 ) (1 ) ]
( )

E kk k
K k

χ χ χ
 

× − − − − + + 
 

, 

( )
2 2
0 1 3 1 2 2 3

3 2 2 2
1 2 30

4 ( )( )( )2 2
3

PG H A A A A A AdH bHT H
dt A A A S kGG

λ
 − − −

= − + + ×


 







{ 2
2 1 3 1 3 2( )( ) ( ) ( )A A A A A A k V k U k × − + − − + 

2 2
1 2 3 3 2 1( )( ) ( 2) ( )A A A A A A k U k k + − + − − + +   

})2 2
3 1 2 1 2 3( )( ) (1 2 ) ( )A A A A A A k U k k + − + − − +  .(6.4.17) 

( ) ( )2 22
0 1 3 2 1 3 2 1 3

3 2 2
1 2 3

2
3

PTG G A A A A A A A Adk
dt A A A

− + − +  = ×



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Выше проведено усреднение, так как из выражений (6.4.13), 
(6.4.14) следует, что H  и 2k  являются медленными переменными. 

Проведем численное интегрирование на промежутке времени 
[ ]0,1 , который соответствует полному торможению тела. Расчет соответс-

твует начальным значениям функций 0(0) 1G G= = , (0) 1H =  и 
2 (0) 1k ≈ . Для моментов инерции задаются значения [135]: 1 8A = , 

2 6A = , 3 4A = . Интегрирование проводится при различных значениях λ , 
b , P , что позволяет провести исследование влияния различных силовых 
факторов на характер торможения твердого тела. Для каждого расчетного 
случая первоначально определялось время быстродействия, затем в соот-
ветствующем временном диапазоне проводился расчет характеристик 
движения твердого тела. 

       
 

                         Рис. 78                                                    Рис. 79 
 

На рис. 78, 79 представлен численный анализ при 110P −= , 
110b −=  и 1 20.5,10 ,10λ − −=  (кривые 1 – 3). Видно, что при уменьшении 

момента сил сопротивления среды, торможение твердого тела происходит 
с меньшим градиентом, а изменение модуля кинетического момента имеет 
почти прямолинейный характер (кривая 3 рис. 78). 

На рис. 80, 81 представлены результаты расчета при 110P −= , 
110λ −=  и 2 2 110 ,5 10 ,5 10b − − −= ⋅ ⋅ (кривые 1 – 3). Видно, что при увели-

чении момента управляющих сил (кривая 3 рис. 81), торможение твердого 
тела происходит быстрее, а изменение модуля кинетического момента но-
сит почти прямолинейный характер при большем значении b  (кривая 3 
рис. 80). 

Изменение величины P  от 1 до 10-2 не приводит к изменению ха-
рактера функций ( )G G t= 

  и ( )H H t= 

 , так как момент сил вязкой жид-
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кости в полости не входит в первое уравнение системы (6.4.17), а его вли-
яние на изменение кинетической энергии мало по сравнению с воздейст-
вием момента сил сопротивления и управляющего момента. 

 Рис. 80        Рис. 81 

Следует отметить, что согласно численному расчету для указан-
ных значений величин λ , b , P  значение модуля эллиптических функций 

2k  убывает незначительно от величины порядка 1 до 0.9996.  

4. Исследование торможения твердого тела при 2 1k → . Рас-
смотрим (6.4.16) при 2 1k → , что соответствует траекториям вектора ки-
нетического момента вблизи сепаратрисы. Согласно [308] эллиптические 
интегралы можно разложить в ряды с учетом малых второго порядка вели-
чины k ′ − дополнительного модуля эллиптических функций, где 

21k k′ = − , т.е. 1k ′ .                              (6.4.18)
С учетом членов первого и второго порядков малости величины 

k ′  можно найти асимптотику решения дифференциального уравнения 
(6.4.16) 

( )2

2 2

1 4 1ln
2 21

k
t

cG k

−  
= + 

− 
,          (6.4.19) 

где 
( ) ( )1 3 2 1 3 2 1 3

2 2 2
1 2 3

2
3

P A A A A A A A A
c

A A A
−  + − +  = . 

При constb =  

( )
( )

2

2 20

1 4 1ln
21exp( )

k
t

kc G b t bλ λ

−  
= + 

−   + − − 

.    (6.4.20) 
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Уравнение (6.4.20) задает в неявном виде зависимость 2 2 ( )k k t= . 

Согласно численному расчету модуль эллиптических функций 2 1k →  ме-
няется также от величины порядка 1 до 0.9996, как в п.3. 

В случае 2 1k →  уравнение (6.4.15) с учетом малых первого по-
рядка малости величины k ′  принимает вид 

( )( )
( )( )

2 2 2
2 1 2 1 3 2 3

2 2
1 3

2 1 2
2

4 1

H k A A A A A A AdH b H
dt G A A cG t k

α
λ

− − − − = − + +  − − + 
,  

(6.4.21) 

где ( )( )( )1 3 1 2 2 3
2 2 2

1 2 3

4
3

P A A A A A A
A A A

α
− − −

= . 

Обезразмерив уравнение (6.4.21) аналогично п.3, получим 

( )( )
( )( )

2 2 2 2
0 2 1 2 1 3 2 30

2 2 2
1 1 3 0

1 2
2

4 1

H G k A A A A A A AbGdH HT
dt G A A A cG G Tt k

α
λ

− − − − = − + +  − − + 













.  

(6.4.22) 
Уравнение (6.4.22) численно проинтегрировано с учетом первых 

двух уравнений системы (6.4.17) при значении величин λ , b , P  равном 

0.1 и начальных значениях функций 0(0) 1G G= = , (0) 1H =  и 2 (0) 1k ≈ . 
Для моментов инерции задаются значения [135]: 1 8A = , 2 6A = , 3 4A = . 

Численное интегрирование проводилось на промежутке времени [ ]0,1 . 
Результаты численного анализа приведены на рис. 82 (кривая 1); видно, 
что характер функции кинетической энергии имеет такой же вид, как и в 
случае расчета в п.3.  

 
5. Решение задачи оптимального торможения в предположе-

нии 0b b tβ= + . Время торможения твердого тела может быть определено 
согласно (6.4.10) и зависит от значений коэффициентов β , 0b  и λ , хара-
ктеризующих управляющий момент и момент сил сопротивления соответ-
ственно. 
Проведенное численное интегрирование показало характер зависимости 
времени торможения от этих параметров и результат представленна рис 
83. Кривая 1 – зависимость времени торможения от параметра , кривая 
2 – от параметра , 3 – от параметра . Расчет времениторможениядля 
каждой кривой проводился в диапазонеот 0.01 до 0.5 для соответствующей 

β

0b λ
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величины, при этом значения остальных параметров были равны 0.1. Вид-
но, что для всех кривых время торможения минимальное для наибольших 
значений параметров из допустимого диапазона. Кривые 2 и 3 имеют ли-
нейный характер, а кривая 1 – экспоненциальный. Наименьшее время тор-
можения твердого тела получено для параметра , который характеризу-
ет значение управляющего момента в начальный момент времени. 

Рис. 82 

Система уравнений движения (6.4.17) была численно проинтегри-
рована для различных значений параметров P , λ , 0b  и β  с учетом зако-
номерности 0b b tβ= + . 

Рис. 80 (кривые 4, 5) соответствует численному расчету для пос-
тоянных параметров момента сил сопротивления и момента сил вязкой 
жидкости в полости 0.1P = , 0.1λ = , при различных значениях парамет-
ров управляющего момента. Кривая 4: 0 0.1b = , 0.1β = . Кривая 5: 

0 0.01b = , 0.1β = . Характер поведения функции ( )G G t= 

  при данном
законе изменения управляющего момента существенно отличается от ха-
рактера поведения функции кинетического момента при constb = .  
Проводилось численное интегрирование для постоянных параметров 
управляющего момента для закона  при различных значениях 
параметра момента сил сопротивления. Для ,  и  
результаты численного расчета представлены на рис. 1, где кривая 4: 

, кривая 5: . Видно, что тело тормозитсябыстрее дляболь-
ших значений коэффициента момента сил сопротивления среды.Характер 
убывания функции кинетического момента отличается от вида функции, 
представленного на рис. 80. Согласно численному анализу можно сделать 

0b

0b b tβ= +
0.1P = 0.1β = 0 0.1b =

0.1λ = 0.01λ =
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вывод о том, что торможение тела при  происходит быстрее в 
первой половине безразмерного времени , а при  – во второй. 

 
 

Рис. 83 
На рис. 84 представлены результаты численного расчета кинети-

ческой энергии твердого тела при 0b b tβ= + . Приняты следующие зна-
чения параметров возмущающих моментов 0.1P = , 0.1λ = . Параметры 
управляющего момента имеют значения: кривая 1 – 0 0.01b = , 0.01β = , 
кривая 2 – 0 0.1b = , 0.1β = , кривая 3 – 0 0.01b = , 0.1β = . Характер по-
ведения функции кинетической энергии не отличается от представленной 
на рис. 79. При этом функция ( )H H t= 

  при 0b b tβ= +  убывает с мень-
шими градиентами.  

 
 

Рис. 84 

constb =
t 0b b tβ= +
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6. Численное исследование торможения твердого тела при ра-
зличных начальных значениях 2k . Исследование задачи оптимального 
управления несимметричного твердого тела в п. 3, 5 проводилось для на-
чального значения модуля эллиптических функций 2 (0) 1k ≈
.Проанализируем характер поведения функций кинетического момента и 
кинетической энергии при различных начальных значениях 2k  для твер-
дых тел с различной геометрией масс. 

Рассмотрим твердое тело с моментами инерции 1 8A = , 2 6A = , 

3 4A = , задаем значения для коэффициентов возмущающих моментов 
110P −= , 110b −= , 110λ −= . При различных начальных значениях модуля 

эллиптических функций: 2 0.1,0.5, 1k = ≈  получены графики изменения 
кинетической энергии твердого тела, которые имеют вид кривой 1 рис. 82. 
Кривые полностью совпадают, отличие между значениями функций 

( )H H t= 

  имеется только в пятом знаке. 
Рассмотрим твердое тело с моментами инерции 1 0.74A = , 

2 0.5A = , 3 0.26A =  при тех же значениях коэффициентов возмущающих 
моментов для различных начальных значений модуля эллиптических фун-
кций: 2 0.1,0.5, 1k = ≈ . Результаты представлены на рис. 82 (кривые 2, 3). 
Видно, что кривые существенно отличаются в середине процесса, а затем 
сходятся к одному значению при завершении торможения тела. Кривые 2, 
3 соответствуют начальным значениям модуля эллиптических функций 

2 0.9999,0.1k = . 
7. Исследование движения твердого тела при 2 1k  . Рассмот-

рим движение тела при малых 2 1k  , отвечающих движениям твердого 
тела, близким к вращениям вокруг оси 1Oz . В этом случае правую часть 
второго уравнения системы (6.4.16) можно упростить, используя разложе-
ния полных эллиптических интегралов в ряды по 2k  [308].  

( )( ) ( )22
0 1 3 2 1 3 2 1 3 2 2

2 2 2
1 2 3

3 2
6

TPG A A A A A A A Adk k G
dt A A A

χ− +  + − +  = −






. 

(6.4.23) 
Величина χ  определяется согласно (6.4.16). В предположении 

constb =  закон изменения кинетического момента в безразмерном виде 
имеет вид 
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0
0 0

( ) exp( )b bG t G Tt
G G

λ
λ λ

 
= + − − 
 

 



 

.                   (6.4.24) 

Подставляя (6.4.24) в (6.4.23), получаем дифференциальное урав-
нение, которое имеет аналитическое решение 

 

( )( ) ( )2
0 1 3 2 1 3 2 1 32 2

0 2 2 2
1 2 3

3 2
exp

6
TPG A A A A A A A A

k k
A A A

χ − +  + − +  = ×


 

( )
( )

( )
( )

22 2 2
0 0

3 2 3 2 2 2
0 0 0

2
exp( 2 ) 1 1 exp( ) .

2

G b G b b b t
T t T t

T G T G G

λ λ
λ λ

λ λ λ

+ +
× − − + − − −

 
 
   



 

 
(6.4.25) 

Функция (6.4.25) является убывающей, как и в случае произволь-
ных значений модуля эллиптических функций 2k , при этом наблюдается 
незначительное убывание на величину порядка 10-3.  

Таким образом, аналитически и численно исследована задача син-
теза оптимального по быстродействию торможения вращений динамичес-
ки несимметричного квазитвердого тела в сопротивляющейся среде. В ра-
мках асимптотического подхода определены управление, время быстро-
действия (функция Беллмана), эволюции квадрата модуля эллиптических 
функций 2k , безразмерных кинетической энергии и кинетического момен-
та. Установлены качественные свойства оптимального движения. 
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Контрольные вопросы и задания 

1. Какие моменты являются внешними в задаче об активном торможении
вращений симметричного гиростата с подвижной массой в вязкой сре-
де?

2. Мономом какой степени является возмущающий момент сил, обусло-
вленный упругостью демпфера в квазистатическом приближении?

3. Численно исследуйте характер поведения модуля вектора кинетичес-
кого момента при различных выражениях функции ( )b b t=  (6.1.19).

4. Какой вид имеет функция кинетического момента в задаче об оптима-
льной стабилизации вращений симметричного гиростата с внутренни-
ми степенями свободы в среде с сопротивлением при постоянном коэ-
ффициента управляющего момента?

5. Постройте графики изменения функции ( )K K t=  (соотношение
(6.2.10), учитывая дифференциальное уравнение (6.2.8)) с помощью
библиотеки ZedGraph.dll, проведите анализ полученных результатов.

6. Численно исследуйте характер поведения функции кинетического мо-
мента (6.3.7).

7. Какие величины являются медленными в задаче об оптимальном тор-
можении вращений несимметричного тела с полостью, заполненной
вязкой жидкостью, в сопротивляющейся среде?

8. Что является характерным масштабом времени в задачах оптимально-
го торможения? Почему?

9. При каких значениях 2k  осуществляется вращательное движение тве-
рдого тела с траекториями вектора кинетического момента вблизи се-
паратрисы?

10. Численно постройте кривые зависимости модуля эллиптических фун-
кций от времени согласно формуле (6.4.25).
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