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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотреним движение спутника относительно
центра масс под действием момента сил светового
давления в гравитационном поле. Тело содержит
полость, целиком заполненную сильно вязкой од'
нородной жидкостью. Вращательные движения
рассматриваются в рамках модели квазитвердого
тела, центр масс которого движется по заданной
фиксированной эллиптической орбите вокруг
Солнца [1]. Задачи динамики, обобщенные и
осложненные учетом различных возмущающих
факторов, и в настоящее время остаются достаточ'
но актуальными. Исследованиям вращательных
движений тел относительно центра масс под дей'
ствием возмущающих моментов сил различной
природы (гравитационных, светового давления,
влияния полости, заполненной вязкой жидкостью,
и др.), близким к приведенному ниже, посвящены
работы [1–15].

Введем три декартовые системы координат, на'
чало которых совместим с центром инерции спут'
ника [2, 3]. Система координат  дви'
жется поступательно вместе с центром инерции: ось

 параллельна радиус'вектору перигелия орбиты,

ось  – вектору скорости центра масс спутника в
перигелии, ось  – нормали к плоскости орбиты.
Система координат  связана с векто'

ром кинетического момента G. Ось  направлена
по вектору кинетического момента G, ось  лежит

( )1,2,3iOx i =

1Ox

2Ox

3Ox
( )1,2,3iOy i =

3Oy

2Oy

в плоскости орбиты (т.е. в плоскости ), ось 

лежит в плоскости  и направлена так, что век'
торы y1, y2, y3 образуют правую тройку [2–4]. Оси

системы координат  связаны с главны'
ми центральными осями инерции твердого тела.
Взаимное положение главных центральных осей

инерции и осей  определим углами Эйлера. При

этом направляющие косинусы  осей  относи'

тельно системы  выражаются через углы Эйлера
ϕ, ψ, θ по известным формулам [2]. Положение век'
тора кинетического момента  относительно его

центра масс в системе координат  определяется
углами λ и δ, как показано в [2–4].

Уравнения движения тела относительно центра
масс запишем в форме [3]:

(1.1)

1 2Ox x 1Oy

3 3Ox y

( )1,2,3iOz i =

iOy

ijα iOz

iOy

G

iOx

1 2
3

1 2

2 1

, , ,
sin

1 1sin sin cos

cos sin
,

L LdG d dL
dt dt G dt G

d G
dt A A

L L

G

δ λ= = =
δ

⎛ ⎞θ = θ ϕ ϕ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

ψ − ψ+

2 2

3 1 2

sin cos1cos
d

G
dt A A A

⎛ ⎞ϕ ϕ ϕ= θ − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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АКУЛЕНКО и др.

Здесь Li – моменты приложенных сил относи'
тельно осей Oyi, G – величина кинетического мо'
мента,  – главные центральные момен'
ты инерции относительно осей Ozi. 

В некоторых случаях удобно наряду с перемен'
ной θ использовать в качестве дополнительной пе'
ременной важную характеристику – кинетическую
энергию T, производная которой имеет вид

(1.2)

Центр масс спутника движется по кеплеровско'
му эллипсу с эксцентриситетом e и частотой обра'
щения ω0. Зависимость истинной аномалии ν от
времени t дается соотношением

(1.3)

Здесь l0 – фокальный параметр орбиты, ω0 – уг'
ловая скорость орбитального движения, e – эксцен'
триситет орбиты, μ – гравитационная постоянная.

Проекции Li момента приложенных сил склады'

ваются из момента сил светового давления  мо'

мента сил вязкой жидкости в полости  и из грави'

тационного момента  

Допустим, что поверхность космического аппа'
рата представляет собой поверхность вращения,
причем единичный орт оси симметрии k направлен
вдоль оси  Как показано в [2, 5], в этом случае

для момента сил светового давления, действующего
на спутник, имеет место формула

(1.4)

Здесь  – единичный вектор по направлению
радиус'вектора орбиты; εs – угол между направле'
ниями  и  так, что  R – текущее
расстояние от центра Солнца до центра масс спут'
ника; R0 – фиксированное значение R, например, в
начальный момент времени;  – коэффициент
момента сил светового давления, определяемый
свойствами поверхности; S – площадь “тени” на

плоскости, нормальной к потоку;  – расстояние
от центра масс до центра давления; pc – величина
светового давления на расстоянии R от центра
Солнца; c – скорость света; E0 – величина потока
энергии светового давления на расстоянии R0 от
центра Солнца. 

Здесь приведена проекция на ось  гравитаци'
онного момента, на другие оси проекции имеют
аналогичный вид и получаются ротацией индексов
(сдвигом)

(1.5)

Проекции момента сил сильно вязкой жидкости

в полости  на оси  имеют вид [1]:

(1.6)
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B2, B3 имеют аналогичный вид и получаются рота'
цией индексов (сдвигом).

Здесь  – направляющие косинусы между си'
стемами координат  и  p,
q, r – проекции на оси  вектора абсо'
лютной угловой скорости ω спутника относительно
системы координат  

Величина  – тензор, зависящий только от фор'
мы полости, характеризует диссипативный момент
сил, обусловленный вязкой жидкостью, в квазиста'
тическом приближении [1]. Для простоты в уравне'
ниях (1.6) рассмотрен так называемый скалярный
тензор, определенный одной скалярной величиной
P > 0; компоненты которого имеют вид  где

 – символы Кронекера (такой вид тензор  имеет,
например, в случае сферической полости). Если
форма полости существенно отличается от сфери'
ческой, то определение компонент тензора пред'
ставляет значительные вычислительные трудности.

Рассматривается динамически несимметричный
спутник, моменты инерции которого для опреде'
ленности удовлетворяют неравенству 
в предположении, что угловая скорость  движения
спутника относительно центра масс существенно
больше угловой скорости орбитального движения
ω0, т.е.  В этом случае кине'
тическая энергия вращения тела велика по сравне'
нию с моментами возмущающих сил. 

В работе предполагается, что в полости находит'

ся жидкость большой вязкости, т.е.  
форма полости сферическая, тогда [1]

(1.7)

Здесь ρ, ϑ – плотность и кинематический коэф'
фициент вязкости жидкости в полости соответ'
ственно, b0 – радиус полости.

Полагаем [2], что в силу симметрии соответству'
ющая функция имеет вид  и аппрок'
симируем ее тригонометрическим полиномом по
степеням  Представим функцию  в
виде  Рассмотрим второй
член разложения, когда  в пред'
положении, что 

С учетом рассмотренных выше предположений
видно, что второе слагаемое (с коэффициентом

) в формуле проекции момента сил вязкой
жидкости в полости (1.6) имеет порядок ε3. Гравита'
ционная постоянная μ пропорциональна квадрату
угловой скорости орбитального движения ω0, т.е.
μ ∼ ε2. Значит с точностью до величин второго по'
рядка малости (P ~ ε2) проекции момента сил вяз'
кой жидкости в полости имеют вид:

(1.8)

Ставится задача исследования эволюции враще'
ний спутника на асимптотически большом интер'

вале времени  на котором происходит суще'
ственное изменение параметров движения.

2. МОДИФИЦИРОВАННАЯ ПРОЦЕДУРА 
МЕТОДА УСРЕДНЕНИЯ

Для рассматриваемой задачи решения системы
(1.1)–(1.3) при малом  на промежутке времени
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 будем применять модифицированную схему
метода усреднения [3, 16, 17]. Рассмотрим невозму'
щенное движение , когда моменты прило'
женных сил равны нулю. В этом случае вращение
твердого тела является движением Эйлера–Пуансо.
Величины G, δ, λ, T, ν обращаются в постоянные, а
ϕ, ψ, θ – некоторые функции времени t. Медленны'
ми переменными в возмущенном движении будут
G, δ, λ, T, ν а быстрыми – углы Эйлера ϕ, ψ, θ.

Рассмотрим движение при условии 

 соответствующем траекториям вектора
кинетического момента, охватывающим ось наи'
большего момента инерции  Введем величину

(2.1)

представляющую собой в невозмущенном движе'
нии постоянную – модуль эллиптических функ'
ций, описывающих это движение.

Для построения усредненной системы первого
приближения подставим решение невозмущенного
движения Эйлера–Пуансо в правые части уравне'
ний движения (1.1), (1.2) и проведем усреднение по
переменной ψ, а затем по времени t с учетом зависи'
мости ϕ, θ от t по схеме, предложенной в [3] для не'
резонансного случая. При этом для медленных пе'
ременных δ, λ, G, T сохраняются прежние обозначе'
ния. В результате получим
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Здесь K(k) и E(k) – полные эллиптические инте'
гралы первого и второго рода соответственно [18].
Согласно первому уравнению (2.2) кинетический
момент спутника остается постоянным и равен G0.
Дифференцируя выражение для k2 (2.1) и используя
уравнения для кинетической энергии (2.2), полу'
чим дифференциальное уравнение, которое не за'
висит от других переменных [1, 11]

(2.3)

Здесь t
*

 – постоянная. Значению  отвечает
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для движения Эйлера–Пуансо. Уравнение (2.3)
описывает усредненное движение конца вектора
кинетического момента G на сфере постоянного ра'
диуса  

3. АНАЛИЗ УСРЕДНЕННОГО 
СОБСТВЕННОГО ВРАЩЕНИЯ СПУТНИКА

Из уравнений движения (2.2) следует, что под
влиянием момента сил вязкой жидкости в полости
происходит эволюция кинетической энергии тела T
в пределах от вращения вокруг оси A3 (неустойчивое
движение) до вращения вокруг оси A1 (устойчивое
движение). Изменения углов λ, δ зависят как от
действия внешних моментов сил светового давле'

ния и гравитационных сил, так и от действия внут'
реннего момента сил вязкой жидкости в полости.
Выражение, стоящее в фигурных скобках правой
части уравнения (2.2) для T, положительно (при

), так как справедливы неравенства

 Поэтому  поскольку

 т.е. переменная T строго убывает для любых

 

Рассмотрим систему, состоящую из четвертого
уравнения системы (2.2) и уравнения (2.3). Прове'
дем обезразмеривание в уравнении изменения ки'
нетической энергии, считая характерными величи'
нами задачи N (2.3) и момент инерции A1. Имеем

(3.1)

где  ξ определяется согласно (2.3). Это ра'

венство выполняется при  т.е. для случая

Проведен численный расчет при значениях мо'
ментов инерции A1 = 8, A2 = 5, 6, 7, A3 = 4; k2(0) =
= 0.99999, G(0) = 1. Начальное значение кинетиче'
ской энергии находилось из равенства

(3.2)

В безразмерном виде имеем

Рассмотрен также случай  что соответствует

случаю  Уравнение (2.3) записы'
вается следующим образом:

с начальным условием

В этом случае численный расчет проводился для
значений моментов инерции  

 Графики изменения кинетической энергии
имеют вид, представленный на рис. 1.

Такой вид имеют графики изменения кинетиче'
ской энергии в случае вращения спутника с поло'
стью под действием только гравитационного мо'
мента [14] или только под действием светового дав'
ления [15], так как на эволюцию величины T
оказывает влияние только момент сил вязкой жид'
кости, целиком заполняющей полость.

Кривые 1, 2, 3 соответствуют различным значе'
ниям  Значение  соответствует вра'
щению около оси  (неустойчивое движение),

 – вращению около оси A1 (устойчивое движе'
ние). При  (переход через сепаратрису) кривые
имеют горизонтальную касательную (точки переги'
ба). Аналогичные графики изменения кинетиче'
ской энергии могут быть получены пересчетом из
формулы (2.1) для безразмерной кинетической
энергии

Отсюда видно, что при  имеем 
Аналогично, для случая вращения около оси 

можно показать, что 
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4. ОРИЕНТАЦИЯ ВЕКТОРА 
КИНЕТИЧЕСКОГО МОМЕНТА

Рассмотрим систему, состоящую из уравнений
для λ и δ системы (2.2). Как известно 

 а фокальный параметр орбиты

определяется равенством  Тогда
первые два уравнения (2.2) примут вид:

 

(4.1)

Проведем обезразмеривание уравнения измене'
ния кинетического момента (2.2), уравнений для
истинной аномалии (1.3) и k2 (2.3), уравнений си'
стемы (4.1). Характерными параметрами задачи яв'
ляются G0 – кинетический момент спутника при

  – величина угловой скорости ω движения
спутника относительно центра масс в начальный
момент времени. Безразмерные величины опреде'
ляются формулами   

  

Введем обозначение

(4.2)

и назовем эту величину приведенным коэффици'
ентом момента сил светового давления.

После обезразмеривания имеем систему уравне'
ний движения вида:
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Первые три уравнения для λ, δ и ν системы (4.3)
можно записать следующим образом:

(4.4)

Здесь Δ,  – коэффициенты в правых частях
первого и второго уравнений (4.3), δ, λ – медленные
переменные, а ν – полумедленная.

Получена система специального вида, для реше'
ния которой применяется модифицированный ме'
тод усреднения по следующей схеме [17]
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После усреднения получим 

Интегрирование системы проводилось для мед'

ленного времени  Численный расчет прово'

дился при начальных условиях  
   Рассмат'

ривались орбиты с эксцентриситетом: e = 0 – кру'
говая орбита; e = 0.421 – сильно эллиптическая ор'
бита. Для безразмерного времени τ имеем следую'
щую картину изменения угла ориентации вектора
кинетического момента, представленную на рис.
2. Кривая 1 соответствует круговой орбите, а кри'
вая 2 – сильно эллиптической.

На рис. 3 представлены графики изменения это'
го же угла при различных значениях моментов
инерции спутника. Кривые 1, 2, 3 соответствуют
различным значениям  для постоянных
значений ,  Из рис. 3 видно, что харак'
тер изменения угла λ при близких значениях мо'
ментов инерции  и  носит почти линейный ха'
рактер. С уменьшением значения момента инерции

 кривизна функции увеличивается, при этом
функция перестает быть монотонной.

Характер изменения угла λ имеет такой же вид,
как и в задаче о движении спутника с полостью, за'
полненной вязкой жидкостью в гравитационном
поле [14].

В случае движения спутника с полостью, запол'
ненной вязкой жидкостью, под действием момента
сил светового давления [15] характер изменения уг'
ла  носит почти линейный характер и с увеличени'
ем значения безразмерного момента инерции 
функция увеличивается быстрее.

Можно также провести анализ изменения харак'
тера функции λ(τ) при различных значениях безраз'
мерной величины  Кривые 1, 2, 3 на рис. 4 соот'
ветствуют различным значениям  100,
1000. Видно, что характер изменения угла имеет по'
чти линейный вид.

Согласно численному расчету показано, что для
несимметричного спутника с полостью, заполнен'
ной вязкой жидкостью, движущегося под действи'
ем момента сил светового давления в гравитацион'
ном поле вектор кинетического момента G остается
величиной постоянной, направленной под посто'
янным углом δ к вертикали плоскости орбиты. При
этом конец вектора G движется по сфере радиуса G0

по ходу часовой стрелки и кинетическая энергия
убывает до безразмерного значения 1, соответству'
ющего устойчивому движению спутника вокруг оси
A1. Такое же направление движения конца вектора

0,d
dt
δ
=

� ( ) ( )
*2

1 22

3 2 cos .
41

d N H
dt h e Ge

⎛ ⎞
λ Γ δ⎜ ⎟= ε −
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�
�

2 .tτ = ε �
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� ( )2 0k =

0.99;= ( ) рад0 0.785 ;δ = ( ) рад.0 0.785λ =
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1 8A =
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�
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Рис. 2
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Рис. 4 
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кинетического момента характерно для задач о дви'
жении спутника с полостью под действием момента
сил гравитационного притяжения [14] и момента
сил светового давления [15].

5. ПРЕДЕЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ ВРАЩЕНИЯ, 
БЛИЗКОГО К ОСЕВОМУ

Рассмотрим движение тела при малых  от'
вечающих движениям твердого тела, близким к вра'
щениям вокруг оси A1. В этом случае правую часть
уравнения (2.2) можно упростить, используя разло'
жения полных эллиптических интегралов в ряды по
k2 [18]. Тогда уравнение (2.2) интегрируется и
асимптотическое решение записывается в виде

 (5.1)

Изменение кинетической энергии можно каче'
ственно грубо получить, следуя работе [1], простым
пересчетом из соотношения (2.1), используя най'
денное решение для малых k2 (5.1). Имеем

(5.2)

2 1,k �

( )

( )

при 

при

const,

2
1

2
1

1 1

3
exp 0,

2
3

exp 0,
2

0 1.

k C

k C

C C

+ χ ξ⎡ ⎤= − ξ >⎢ ⎥⎣ ⎦
− χ ξ⎡ ⎤= ξ <⎢ ⎥⎣ ⎦

= ≤ ≤

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

при

при

22
1 3 1 2

2
1 1 2 3

1

22
3 1 3 2

12
3 3 2 1

2 2

3
exp 0,

2

3
exp

2 22

0.

G A A A AGT
A A A A

C

G A A A AGT C
A A A A

− −
= + ×

−

+ χ ξ⎡ ⎤× − ξ >⎢ ⎥⎣ ⎦

− − − χ ξ⎡ ⎤= + ⎢ ⎥⎣ ⎦−

ξ <

Для безразмерной величины кинетической
энергии равенства (5.2) примут вид

(5.3)

Постоянная интегрирования C1 находится грубо
из условия равенства кинетической энергии по
формулам (5.3) при ξ = 0. Имеем

(5.4)

Графики изменения безразмерной кинетиче'
ской энергии T* в случае малых k2 имеют вид, пред'
ставленный на рис. 5. Кривые 1, 2, 3 соответствуют
различным значениям  при постоянных
значениях   для ξ > 0 и   для

 Как видно из рисунка, характер функции

 тот же, что и для  а также
асимптотические значения T* на положительных и
отрицательных безразмерных временах сохраняют
свои величины. 

Асимптотическое выражение модуля эллипти'
ческих функций можно представить в виде функ'
ции по безразмерному времени τ

(5.5)

Рассмотрим дифференциальное уравнение изме'
нения угла τ (4.4) в безразмерном времени τ для ма'
лых k2 с учетом (5.5). В правую часть уравнения вхо'

дит непостоянная величина  При 

( ) ( )
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ξ >
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функция  с учетом малых второго порядка
имеет вид:

Видно, что при  величина  

Асимптотическое выражение кинетической
энергии можно представить в виде функции по без'
размерному времени τ

Подставляем полученное выражение  и  в
уравнение изменения угла λ, интегрируем и нахо'
дим

где константы   определяются из начальных
условий. График данной функции  при

 имеет вид, представленный на рис. 6.

Кривые 1, 2, 3 соответствуют различным значе'
ниям  при постоянных значениях ,

 и при начальном значении угла 
 Как видно из рисунка, характер кри'

вых аналогичен функциям  при произволь'
ных k2.

Изменение угла λ при малых k2 имеет приблизи'
тельно тот же вид, что и в случае движения спутника
с полостью, заполненной вязкой жидкостью, в гра'
витационном поле [14]. При этом в нашей задаче
убывание угла ориентации происходит несколько
быстрее.

При движении спутника с вязкой жидкостью
под действием момента сил светового давления [15]
угол λ возрастает, как и в случае движения спутника
под действием момента сил светового давления в
сопротивляющейся среде [8].

6. ДВИЖЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИ 
СИММЕТРИЧНОГО СПУТНИКА

Рассмотрим движение динамически симметрич'
ного спутника ( ), моменты инерции которо'
го для определенности удовлетворяют неравенству

( )H τ
�
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[ ]
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 Уравнения движения тела относительно
центра масс запишем в форме [2]

(6.1)

Проекции момента сил вязкой жидкости в поло'

сти  на оси  при  имеют вид:

(6.2)

Для решения задачи будем применять метод
усреднения [15]. В случае невозмущенного движе'
ния Эйлера–Пуансо, когда эллипсоид инерции яв'
ляется эллипсоидом вращения, ϕ, ψ являются ли'
нейными функциями, а угол θ – величина постоян'
ная [19]. Для возмущенного движения углы ϕ, ψ
являются быстрыми переменными, а угол θ – мед'
ленной. Проводим усреднение системы уравнений
для медленных переменных G, δ, λ, θ по быстрым
переменным: сначала по ψ, а затем по ϕ. 

После усреднения по быстрым переменным ϕ, ψ
имеем уравнения в безразмерных величинах

(6.3)
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Здесь безразмерные величины определяются ра'

венствами   
где  – угловая скорость движения спутника отно'
сительно центра масс в начальный момент времени.

Введены обозначения  согласно (4.1) и

 где µ – гравитационная посто'

янная. Назовем величину  приведенным коэффи'
циентом момента сил вязкой жидкости в полости.

Исследуем решение системы (6.3) при малом 

на промежутке времени  Из первого уравне'
ния системы (6.3) видно, что кинетический момент
есть величина постоянная. Интегрируя второе урав'
нение системы (6.3) для угла нутации, получим

(6.4)

График функции  имеет вид, представ'
ленный на рис. 7. Расчет проводился при начальном
условии  Кривая 1 соответствует слу'

чаю  (спутник “сплюснутый” по оси инер'
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1 3
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ции ), а кривая 2 –  (спутник “вытяну'
тый” по оси инерции ).

Последние два уравнения (6.3) и уравнение для
истинной аномалии (1.3) в безразмерном времени τ
могут быть записаны в виде

(6.5)

где  – коэффициенты в правых частях послед'
них двух уравнений (6.3). Из системы (6.4) видно,
что δ, λ – медленные переменные, а ν – полумед'
ленная. 

Применяя модифицированный метод усредне'
ния [17], получим:

Видно, что угол отклонения δ вектора кинетиче'
ского момента G от вертикали остается постоянным
в указанном приближении, как и в случае несим'
метричного спутника. 

С учетом (6.4) находим аналитически закон из'
менения угла λ от времени τ:
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График изменения функции  имеет вид,
представленный на рис. 8 для начального значения
угла нутации  и при начальном значе'
нии угла  Кривые построены при раз'
личных значениях параметра  Из ри'
сунка видно, что при отрицательных значениях па'
раметра  на малых временах функция 
сначала возрастает, а затем убывает. При положи'
тельных значениях параметра  функция 
является убывающей. При временах  графи'
ки всех функций почти линейны. 

В нашей задаче характер убывания λ совпадает с
полученным в [14, 15] при исследовании движения
спутника с вязкой жидкостью в полости под дей'
ствием гравитационного или светового моментов.
При этом угол ориентации вектора кинетического
момента  в рассматриваемом нами случае убывает
быстрее.

Для значений параметра 
построены графики изменения угла нутации

 (рис. 9). Видно, что чем меньше параметр
, тем быстрее угол  т.е. чем более “вытяну'

тое” тело по оси A3, тем быстрее спутник стремится
к положению устойчивого вращения вокруг этой
оси.

Характер изменения угла нутации θ в рассматри'
ваемом случае, близок к изученному при вращении
спутника с вязкой жидкостью под действием мо'
мента сил светового давления [15].

Таким образом, при движении динамически
симметричного спутника с полостью, заполненной
вязкой жидкостью, под действием момента сил све'
тового давления вектор кинетического момента G
остается величиной постоянной, направленной под
постоянным углом δ к вертикали плоскости орби'
ты. Направление движения конца вектора G зави'
сит от формы спутника. В случае спутника “сплюс'
нутого” по оси инерции  конец вектора G движет'
ся по сфере радиуса G0 против хода часовой стрелки.
При этом угол нутации стремится к предельному
значению  Для динамически “вытянутого”
по этой же оси спутника конец вектора G движется
по сфере радиуса G0, сначала по ходу часовой стрел'
ки, а затем против хода часовой стрелки, а угол ну'
тации стремится к нулю. 

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке РФФИ (гранты 08'01'00180; 08'01'
00234) и Программы поддержки ведущих науч'
ных школ (НШ'4513.2008.01).
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