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Анотація. Наведено методику і алгоритм розрахунку жорсткості залізобетонних 

елементів за дії крутних моментів. Показано простий спосіб врахування нелінійних 

властивостей бетону при зсуві. При цьому діаграма зсуву бетону прийнята у вигляді 

діаграми Прандтля. Розвинуто методику нелінійного розрахунку на елементи з нормальними 

тріщинами. 

Аналіз досліджень і постановка задачі. Відомо, що просторова робота залізобетонних 

перекриттів, мостів та інших систем, що деформуються просторово, залежить від згинальної 

та крутильної жорсткостей їх окремих елементів [1, 5].  

У залізобетонних елементах на згинальну і крутильну жорсткість суттєво впливають 

різні тріщини. Що стосується впливу нормальних тріщин, то цей вплив на згинальну 

жорсткість вивчений достатньо повно. Але вплив нормальних тріщин на зміну крутильних 

жорсткостей залізобетонних стрижневих елементів мало вивчений. В літературі розрахунки 

крутильної жорсткості передбачають наявність просторових тріщин [8, 10]. 

Вивчення впливу нормальних тріщин на крутильну жорсткість залізобетонних 

стрижневих елементів присвячені роботи, виконані в Одеській державній академії 

будівництва та архітектури під керівництвом Т.Н. Азізова [2, 3, 11]. В цих та інших роботах 

розглянуті різні перерізи (прямокутні, таврові, двотаврові, коробчасті), вплив висоти 

нормальної тріщини, кількості поздовжньої арматури. Однак, в цих роботах не враховано 

вплив нелінійних властивостей бетону на крутильну жорсткість залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами. Виключенням є експериментальна робота Н.Р. Вільданової [7], в 

якій отримана нелінійна діаграма зсуву бетону.  

В роботах [5, 9] для оцінки нелінійних властивостей при визначенні крутильної 

жорсткості елементів введено коефіцієнт, який враховував зменшення початкової жорсткості 

на кручення і визначався на основі експериментальних даних (при чому дослідники 

виводили доволі різні формули для визначення цього коефіцієнта): 

BkB                                                                   (1) 

де B  – початкова (пружна) жорсткість. 

Т.Н.Азізов [1], запропонував наближену методику оцінки нелінійних властивостей  при 

визначенні крутильної жорсткості залізобетонних елементів: 
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де B0 – початкова (пружна) жорсткість; Mt, Mt,u – відповідно поточний та граничний 

крутні моменти. Однак ця формула поки що експериментально не підтверджена. 

В роботі [12] теоретично отримано діаграму зсуву бетону, а в роботі [6] перевірено її 

експериментально. Однак, практична методика розрахунку з врахуванням наявності 

нормальних тріщин та нелінійних властивостей бетону не розроблена. 

З огляду на вищесказане, метою даної  статті є розроблення методики визначення 

жорсткості при крученні залізобетонних елементів з нормальними тріщинами і без них з 

врахуванням нелінійних властивостей бетону при зсуві. 

Викладення основного матеріалу. Наведена вище формула (2) добре описує нелінійну 

роботу при крученні на етапах навантаження, близьких до максимального (65-95% від 
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руйнівного). В той же час експериментальні дослідження, проведені в Одеській державній 

академії будівництва та архітектури [2, 3, 11], показали, що елементи з одиночним 

поздовжнім армуванням з нормальними тріщинами до достатньо високих рівнів 

навантаження (до 60% і більше від руйнівного) деформуються при крученні практично 

лінійно. Тому, з одного боку можна до цих рівнів навантаження розраховувати як пружний 

елемент, а після цього застосовувати формулу (2). Однак, це повинно бути перевірено 

експериментально. З іншого боку, можна розглянути методику нелінійного розрахунку, 

основи якої запропоновано в [13] з розвитком її на елементи з нормальними тріщинами. При 

цьому нелінійні властивості бетону при зсуві теоретично будуть враховані на всіх стадіях 

роботи елемента. 

Розглянемо нормальний переріз стрижневого елемента, на який діє крутний момент. 

Для простоти пояснення поки що розглядатимемо переріз без наявності арматури. 

Врахування арматури проводиться як прийнято для розрахунку залізобетонних елементів на 

згин множенням площі елементів арматури на коефіцієнт приведення, рівний відношенню 

модуля пружності арматури до модуля пружності бетону. Крім того, розглянемо для 

простоти пояснення методики прямокутний переріз. Елементи будь-якого іншого перерізу 

можуть бути розраховані з використанням наведеного нижче способу. 

Розіб'ємо поперечний переріз на n прямокутників (рис. 1). 

 

Рис. 1. Схема поділу поперечного перерізу на окремі прямокутні елементи 

 

Центр крутіння поперечного перерізу визначити нескладно. В кожному прямокутному 

елементі діють зусилля Tyz,i та Txz,i, рівні добутку дотичного напруження на площу цього 

елементу. Якщо відомий розподіл дотичних напружень по перерізу τyz,i и τxz,i, то неважко 

визначити дотичні зусилля і крутний момент в перерізі (див. рис. 1): 

𝑀𝑡 = ∑ (𝑇𝑦𝑧,𝑖𝑋𝑖 + 𝑇𝑥𝑧,𝑖𝑌𝑖)
𝑛
𝑖=1                                                    (3)  

З іншого боку крутний момент Mt  визначається за відомою формулою теорії крутіння 

[5]: 

𝑀𝑡 = 𝐷 ∙ 𝜃                                                                (4)    

де D – жорсткість перерізу при крученні; θ – відносний кут закручування. 
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Якщо прийняти діаграму зсуву бетону у вигляді діаграми Прандтля, то алгоритм 

визначення крутильної жорсткості буде виглядати: 

1. Задамося довільним значенням відносного кута закручування θ1; 

2. Визначимо пружний момент Mt, який відповідає даному куту θ1 з формули (4); 

3. За відомими формулами теорії крутіння визначимо дотичні напруження τyz,i та τxz,i в 

кожному прямокутному елементі; 

4. Визначаємо максимальні значення дотичних напружень τyz,i,max та τxz,i,max; 

5. Визначаємо для кожного елемента коефіцієнти kyz,i= τyz,i/ τyz,i,max  та kxz,i= τxz,i/ τxz,i,max; 

6. Визначаємо суму усіх коефіцієнтів kyz,i, значення яких менше одиниці  

𝑘𝑡𝑜𝑡,𝑦 = ∑ 𝑘𝑦𝑧,𝑗
𝑛
𝑗=1 ; 𝑘𝑡𝑜𝑡,𝑥 = ∑ 𝑘𝑥𝑧,𝑗

𝑚
𝑗=1 , де n, m – кількість  елементів, в яких напруження 

перевищують граничні відповідно τyz,i та τxz,i; 

7. Якщо в якомусь елементі дотичні напруження більші граничних τi  > [τ], то 

напруження в цьому елементі приймаємо рівними [τ]; 

8. Визначаємо величину «зайвих» моментів в кожному елементі, в якому напруження 

перевищують граничні: ΔMy,i=(τyz,i,max- τyz,i)·A·Xi; ΔMx,i=(τxz,i,max- τxz,i)·Ai·Yi; 

9. Визначаємо сумарні «зайві» моменти  𝑀𝑒,𝑦 = ∑ ∆𝑀𝑦,𝑘
𝑛
𝑘=1  та 𝑀𝑒,𝑥 = ∑ ∆𝑀𝑥,𝑘

𝑚
𝑘=1 , де n, 

m – те ж саме, що і в п. 6; 

10. Розподіляємо «зайві» моменти між елементами, в яких kyz,i та kxz,i менші одиниці 

пропорційно цим коефіцієнтам 𝑀𝑦,𝑖 =
𝑀𝑒,𝑦

𝑘𝑡𝑜𝑡,𝑦
𝑘𝑦𝑧,𝑖;  𝑀𝑥,𝑖 =

𝑀𝑒,𝑥

𝑘𝑡𝑜𝑡,𝑥
𝑘𝑥𝑧,𝑖; 

11. Визначаємо нові значення дотичних напружень в елементах, в яких на першій 

ітерації напруження були менші граничних: 𝜏𝑥𝑧,𝑖
𝑟 = 𝜏𝑥𝑧,𝑖 +

𝑀𝑥,𝑖

𝐴𝑖𝑌𝑖
;   𝜏𝑦𝑧,𝑖

𝑟 = 𝜏𝑦𝑧,𝑖 +
𝑀𝑦,𝑖

𝐴𝑖𝑋𝑖
; 

12. Повторюємо розрахунок з пункту 6. Таким чином ми отримаємо кінцевий розподіл 

дотичних напружень. 

При відомих значеннях напружень у всіх елементах визначаємо дотичні зусилля Tyz,i  та 

Txz,i множенням відповідних напружень на площу елемента. Далі за формулою (3) 

визначаємо крутний момент Mt, який буде відрізнятись від початкового Mt,e.  

Таким чином, ми отримаємо значення крутного моменту, який відповідає заданому у 

п.1 відносному куту закручування. Далі, змінюючи значення кута θ=θ2, θ=θ3, …, θ=θk, 

отримаємо діаграму «крутний момент-кут закручування» (діаграму «Mt – θ»). З цієї діаграми 

не важко визначити значення кута закручування при дії реального крутного моменту, а 

також жорсткість при крученні, яка відповідає цьому моменту. 

Несуча здатність стрижня буде визначатися у верхній точці діаграми «Mt – θ». 

Якщо елемент має нормальну тріщину, то розподіл дотичних напружень в області, де 

немає тріщини, слід проводити за вищенаведеним алгоритмом з такими змінами. Крутний 

момент визначається як різниця між зовнішнім моментом та моментом, який сприймає 

нагельна сила Q в поздовжній арматурі, яка визначається за методикою автора цієї статті [4]. 

Дотичні напруження τMt від цього крутного моменту визначаються як напруження 

прямокутного елементу, ширина якого дорівнює ширині заданого елемента, а висота – висоті 

зони без тріщин. Дотичні напруження τQ від дії нагельної сили Q визначаються діленням 

величини цієї сили на площу зони бетону без тріщин. Сумарні напруження τ=τMt+τQ 

порівнюються з граничними [τ] і розрахунок ведеться за алгоритмом, який наведено вище. 

Висновки та результати. На основі принципів,  викладених у [13], розроблено 

практичний алгоритм визначення жорсткості при крученні залізобетонного елемента 

прямокутного перерізу з врахуванням нелінійних властивостей бетону при зсуві. Методика 

вдосконалена і розвинута на елементи, в поперечному перерізі яких є нормальна тріщина. 

Розроблений алгоритм дозволяє визначити жорсткість елемента як з тріщинами, так і без 

тріщин при заданому значенні зовнішнього крутного моменту. При цьому розроблений 

алгоритм передбачає застосування діаграми Прандля зсуву бетону, що в принципі допустимо 
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з огляду на експериментальні дослідження [7]. 

В перспективі передбачається  розвиток методики з використанням криволінійної 

діаграми зсуву бетону. 
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